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प्रकाशकीय 


विगत कई शताब्दियों में गैलछीलियो, यूक्लिड और न्यूटन जसे विज्ञानवेत्ताओं 
ने पृथ्वी, आकाश और गुरुत्वाकर्षण आदि के विषय में जिस अनुसंधान का आरम्भ 
और संवर्धन किया तथा भौतिक विज्ञान में जिस अवस्थितित्ववाद को जन्म दिया 
उसके मूलाधार गुरुत्वाकर्षण के सिद्धान्त में, स्वर्गीय प्रोफेसर आइन्स्टाइन के सन्‌ १९२१ 
के प्रारम्भ में प्रिसटन, अमेरिका में हुए चार व्याख्यानों ने उधल-पुथल मचा दी थी । 
यह चारों व्याख्यान सन्‌ १९२२ में पुस्तकाकार छपे और तब से आपेक्षिकता सिद्धान्त 
के मूलाधार बने चले आ रहे हैं। गुरुत्वाकर्षण विषयक परिशिष्ट इन व्याख्यानों के 
प्रकाशित संस्करण में परिशिष्ट २ के शीर्षक से सन्‌ १९५० में जोड़ा गया। प्रथम 
परिशिष्ट में विद्वान्‌ लेखक ने गुरुत्वाकर्षण सिद्धान्त के सम्बन्ध में हुई नयी खोजों का 
विवेचन किया है। 

आपेक्षिकता सिद्धान्त ने साबित कर दिया कि दूरी तथा काल निरपेक्ष नहीं, 
सापेक्ष होते हैं। इससे यह भी स्पष्ट हो गया कि ऊर्जा तथा द्रव्य विभिन्न सत्ताएँ न 
होकर एक ही सत्ता के दो विभिन्न रूप हैं। आइन्स्टाइन के इस सिद्धान्त ने तत्कालीन 
भौतिक विज्ञान में महान्‌ क्रान्ति उपस्थित कर दी थी और तब से वह उस विज्ञान के 
अध्ययन और अनुशीलन का एक महत्त्वपूर्ण अंग बन गया है। अपनी मृत्यु से पूर्व 
विद्वान्‌ लेखक ने उपर्युक्त चारों व्याख्यानों तथा दोनों परिद्धिष्ठों का, पूरी तरह संशोधन 
कर दिया था और उनमें उस समय तक हुए अनुसंधानों के परिणामों के प्रकाश 
में उचित परिवर्तत भी कर दिया था। लेखक की इसी संशोधित पुस्तक का यह 
अनुवाद है। 

यह पुस्तक हिन्दी समिति ग्रन्थमाला का ४०वाँ ग्रन्थ है। इसके अनुवादक 
सागर विश्वविद्यालय के भौतिकी विभाग के अध्यक्ष डा० डी० आर० भवालकर तथा 
आगरा कॉलेज के अवसर प्राप्त*प्रधानाचार्य डा० निहालकरण सेठी हैँ। दोनों ही 
सज्जन भोतिक विज्ञान के व्शिषज्ञ और सुप्रसिद्ध विद्यान हैं। डा० भवालकर ने 








द्‌ हि 


हिन्दी विश्वकोश के लिए कृतिपय लेख लिखे हैं तथा डा० सेठी की तो.विज्ञान विषयक 
कई पुस्तकें हिन्दी में निकल चुकी हैं। विषय की गंभीरता को देखते हुए अनुवाद की 
भाषा यथासंभव सरल रखी गयी है। आशा है, हिन्दी के पाठकों को डा० आइच्स्टाइन 
के इस महत्त्वपूर्ण सिद्धान्त की जानकारी कराने में हमारे इस प्रकाशन से यथेष्ट 


सहायता मिलेगी । 


भगवतीशरण सिह 
सचिव, हिन्दी समिति 
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डुब बन्टना त्य न्‍ना 


जिस समय से मनृष्य ने आहार निद्रा भय मैथुतं च के अतिरिक्त अपने आस- 
पास की प्रकृति का निरीक्षण करना प्रारंभ किया, उस समय से वतमाव काछ तक अनेक 
प्रकार के आविष्कार हुए हैं। और प्रत्येक आविष्कार ने मनुष्य को प्रगतिपथ पर एक- 
एक कदम आगे बढ़ाया है। यह प्रगति सहस्नों वर्षों से अव्याहृत रूप से चलती आ रही 
है और आगे भी चलती रहेगी । किंतु गत दो शताब्दियों में जो प्रगति हुई है वह विशेष 
रूप से महत्त्वपूर्ण है। विज्ञान का कौतृहल किसी विशिष्ट वर्ग में सीमित न' रह कर 
सर्वताधारण जनता में फैल गया है। 
अभी तक जितना ज्ञान प्राप्त हो चुका है उसकी प्रगति में किस आविष्कार का हाथ 
सबसे अधिक था यह विवाद का विषय हो सकता है, किन्तु इसमें संदेह नहीं कि जिन 
आविष्कारों से ज्ञान की प्रगति में क्रान्ति हो गयी उनमें आपेक्षिकता के सिद्धान्त' 
( प॥००ए ०१२८४४एा८ए ) का स्थान प्रमुख है। उच्चीसवीं शताब्दी के 
अन्त में भौतिकी के प्राय: निरभ्र गगन में दो कृष्ण मेघ दिखाई देने लगे थे और उन्हीं 
में से एक से आपेक्षिकता के सिद्धान्त का जन्म हुआ । नये आविष्कारों के कारण 
चिर-प्रतिष्ठित सिद्धान्तों की त्रुटियाँ विशेष रूप से दिखई देने लगीं तथा जिन मौलिक 
धारणाओं पर उस समय तक अंधविश्वास किया जाता था उनका भी विश्लेषण करने 
की आवश्यकता दिखाई देने रूगी। यह सत्य है कि विज्ञान के विकास में निश्चित समझे 
जानेवाले सिद्धान्तों में सुधार (अथवा आवश्यकता होने पर त्याग भी) अनेक बार 
होता ही रहता है । कितु जैसा आधात भौतिकी तथा दर्शनशास्त्र पर न्यूटन के आवि 
ष्कारों से हुआ था, उससे भी प्रबलतर आघात इस “आपेक्षिकता के सिद्धान्त' ने किया । 
: प्रोफ़ेसर ऐलबर्ट आइन्स्टाइन ने सन्‌ १९०५ में अपने आपेक्षिकता-सिद्धान्त का 
प्रतिपादन किया था । इस नये सिद्धान्त की आवश्यकता क्यों हुई, यह जानने के लिए 
उसके पहले की परिस्थिति का थोड़ा-सा सिंहावकोकन कर लेना आवश्यक हैं । प्रकाश 
के विषय में जो आविष्कार हुए क्षे उनका स्पष्टीकरण करने के लिए आकाश (स्पेस ) 
में परिव्याप्त एक साध्यम (म्लीडियम) के अस्तित्व की संकल्पना करनी पड़ी थी । 


तह 











मम हु च्ब्म्ड 


और यह धारणा निश्चित रूप से सत्य समझी जाने ऊूगी थी कि प्रकाश का प्रचरण 
इसी माध्यम में तरंग के रूप में होता है। इस माध्यम का नास “ईथर' ( ८४८४ ) 
रख दिया गया था । 

इसी ईथर का एक और महत्त्वपूर्ण काये यह था कि निरपेक्ष ( 2080प6 ) 
गति के नाप के लिए इसी को निरपेक्ष विराम की स्थिति का मानक भी माना जाता था । 
दिक्‌ अथवा आकाश एक स्वतंत्र सत्ता के रूप में स्वीकार कर लिया गया था और यह 
समझा जाता था कि यह ईथर उसमें सव्वेत्र भरा हुआ है और पूर्णतः गतिहीन है । 
जिस प्रकार सागर के जल को स्थिर मानकर उस पर चलनेवाली नौका की गति को 
सरलता से नाप लिया जाता है, ठीक उसी प्रकार यह विश्वास किया जाता था कि 
इस ईथर को भी स्थिर मानकर गतिमान वस्तु की गति को नापने से उस' वस्तु की 
निरपेक्ष गति का ज्ञान प्राप्त हो सकता है। इस निरपेक्ष गति का ज्ञान प्रकाश-विज्ञान 
के अतिरिक्त गतिविज्ञान में भी आवश्यक था क्योंकि यांत्रिकी (मेकानिक्स) के जो 
नियम न्यूटन ने स्थापित किये थे उनके अनुसार वेग तथा त्वरण (2८८७८४०४०४ ) 
नापने के लिए एक निरपेक्ष मानक अपेक्षित था । द 


तथापि इस निरपेक्ष गति का अन्वेषण दुष्कर था और उसके लिए अत्यन्त सुग्राही 
(5०४अंपए७) प्रयोगों की आवश्यकता थी। ऐसा प्रथम श्रयोग माइकेलसनः तथा 
मोल ( ५४८४८६०४ 274 7४(०:०८५ ) ने सन्‌ १८८७ में किया था। उनका 
उद्देश्य यह था कि सूर्य को स्थिर मान्कर जिस आपेक्षिक वेग से पृथ्वी सूर्य की परि- 
क्रमा करती है उसका निरपेक्ष मान पाथिव प्रयोग के द्वारा नाप लिया जाय । यदि 
सूर्य ईथर में स्थिर है तो यह निरपेक्ष वेग भी उतना ही (प्रायः ७०,००० मील प्रति 
घंटा ही) निकलेगा, अन्यथा सूर्य का वेग भी इसमें जोड़ना पड़ेगा । किन्तु माइकेल्सन 
तथा मोलें के प्रयोगों से फल यह मिला कि पृथ्वी का ईथर-सापेक्ष वेग शून्य होता है । 
इससे सरल निष्कर्ष यह निकलता है कि ईथर की कल्पना मिथ्यां है अथवा दूसरे शब्दों 
में यह कि गति का कोई निरपेक्ष मानक हो ही नहीं सकता । गति का जो माप हम 
करते हैं वह अवश्य ही किसी न किसी निर्देशांक-तंत्र ( $ए४८7४ ०६०००:4ॉ79/8$ ) 
के साक्षेप होता है और ये निर्देशांक-तंत्र हमारे इच्छानुसार अनेक प्रकार के हो सकते 
_ हैं। इनमें से किसी में भी विशिष्टता मानना संभव नहीं हैं। इस प्रकार न्यूटन की 
यांत्रिकी में “निरपेक्ष प्रेक्षक (2950[7६८ ०95०&:ए०:) ” की जो कल्पना की गयी थी 
वह मिथ्या प्रतीत हुई और ऐसा दिखाई देने छूगा किल्यूटन के सिद्धान्त में भी त्रुटियाँ 
विद्यमान हैं। क्‍ द 


हे 








नमन ३ न 


. वर्तमान शताब्दी के प्रारम्भ में फ्रांस के गणितज्ञ ए च० प्वांकरे (5. 20॥70८%7०) 
ने ही सबसे पहले इस कठिनाई को दूर करने का यत्न किया। उन्होंने इस सिद्धान्त 
का प्रतिपादन किया कि भौतिकी के नियम इस प्रकार व्यक्त होने चाहिए कि प्रेक्षक 
का वेग चाहे कितना ही क्‍यों न हो, उन नियमों की यथार्थता अक्षण्ण बनी रहे । 
इस सिद्धान्त का भी सरल अथ्थे यही है कि किसी विशिष्ट निरपेक्ष प्रेक्षक का अष्तित्व 
स्वीकार नहीं किया जा सकता। पहले इस सिद्धान्त का बहुत विरोध हुआ, किन्तु 
अनेक प्रकार के प्रयोग करने के पश्चात्‌ इसकी सत्यता स्पष्ट दिखाई देने लगी । इस 
सिद्धान्त के अनुसार जिस प्रकाश-वेग का मैक्सवेल द्वारा प्रतिपादित प्रकाश के विद्य तू- 
चुम्बकीय सिद्धान्त में मौलिक स्थान है उस प्रकाश-वेग का मान समस्त प्रेक्षकों के 
अयोगों द्वारा बराबर ही निकलेगा ( विशेषतः उन प्रेक्षकों के प्रयोगों के द्वारा जिन 
पर कोई बल काय न करता हो) । इसी नियम को आइन्स्टाइन ने अपने आपेक्षिकता- 
सिद्धान्त का आधार बनाया था और १९०५ में जिस विशिष्ट आपेक्षिकता” के 
सिद्धान्त का उन्होने प्रतिपादन किया था उसका रूप यह है-- 

.. “भौतिकी के नियमों का रूप ऐसा होना चाहिए कि वे किसी भी अत्वरित वेग 
वाले प्रेक्षक के लिए यथार्थ रहें” । 
इस सिद्धान्त के विकास में आइन्स्टाइन के अतिरिक्त प्वांकरे, लोरेन्ट्ज़ 
(],07८702) आदि वैज्ञानिकों ने भी सहायता दी थी । 
आपेक्षिकता के सिद्धान्त ने हमारे अनेक सिद्धान्तों तथा धारणाओं को उनके 
प्रतिष्ठित स्थान से विचलित कर दिया । दिक्‌ तथा काल के संबंध में हमारे जो विश्वास 
थे उनमें मौलिक परिवर्तेन हो गये । यदि कोई दो घटनाएँ किसी प्रेक्षक की दृष्टि से 
समक्षणिक ($7777700200७७$) हों तो इस सिद्धान्त के अनुसार वे इस प्रेक्षक की 
अपेक्षा गतिमान' किसी अन्य प्रेक्षक की दृष्टि से समक्षणिक नहीं मालूम होंगी। इसका 
अर्थ यह है कि यद्यपि' अंबतक काल निरपेक्ष समझा जाता था, तथापि वास्तव में वह भी 
निरपेक्ष नहीं है। यदि कोई दो प्रेक्षक अन्योन्य-सापेक्ष गतिमान हों तो दोनों के लिए 
समय का माप एक-सा नहीं हो सकता। इसे काल का प्रसार ( प्र"णा०- 
4009/2707 ) कहते हैं। 
इसी तरह लम्बाई के माप में ऋान्तिकारक परिवर्तन हो गया । अब किसी वस्तु 
की लम्बाई नियत (८०7४:2४70) नहीं समझी जा सकती। ज्यों-ज्यों उस वस्तु 
का वेग बढ़ता जाता है उसकी लरुद्धबाई घटती जाती है। इसे “फ़िट्ज़जेरेल्ड ( [7५८ 
8०:20) का आकुचन (कंट्रैक्शूत) कहते हैं । 
्े ह 
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काल तथा लम्बाई के विषय में आपेक्षिकता सिद्धान्त के इन परिणामों से माइ- 
क्रेलसन और मोलें के प्रयोगों का तो स्पष्टीकरण हो गया,किन्तु उस समय इनका समर्थन 
अन्य प्रयोगों से नहीं हो सका, क्योंकि काल तथा लम्बाई के ये परिवर्तत साधारण वेग 
वाली गति के लिए इतने अल्प होते हैं कि वे प्रेक्षणीय नहीं होते । किन्तु जब गति का 
बेग प्रकाश-वेग के-निकट पहुँच जाता है तब उनका अस्तित्व अधिक स्पष्ट हो जाता है। 
अब प्रायोगिक भौतिकी में इतनी प्रगति हो चुकी है कि हम प्रकाश-वेग की कोटि का 
बेग भी उत्पन्न कर सकते हैं। और जिन प्रयोगों में इतने अधिक वेग से चलनेवाली 
वस्तुओं का प्रेक्षण किया गया है उनसे काल तथा लम्बाई के इन परिवतेनों का प्रमाण 
पूर्णतः मिल जाता है। यथा अन्तरिक्ष-किरणों (००४77० 78५७) के द्वारा निर्मित 
मेसानों (77८500) के आयुकाल की समस्या विशिष्ट आपेक्षिकता के सिद्धान्त से 
ही हल हुई है। द 

जिस प्रकार दूरी (अथवा लरूम्बाई) तथा काल की निरपेक्षता के विषय में 
इस सिद्धान्त ने हमारा भ्रम दूर कर दिया, उसी प्रकार उसने द्रव्य संबंधी हमारे दो 
महत्त्वपूर्ण विश्वासों को भी भ्रमपूर्ण प्रमाणित कर दिया । एक तो, अब तक हम समझते 


थे कि वस्तुओं का द्रव्यमान ( 77285 ) अपरिवर्ती ( स्थिर ) होता है। किन्तु अब ' 


हम देखते हैं कि यह कथन केवल उसी समय तक सत्य है जब तक कि वस्तुएँ गतिहीन 
_ अवस्था में रहती हैं यावे थोड़े वेग से चलती हैं। किन्तु तथ्य यह है कि ज्यों- 
ज्यों वेग बढ़ता जाता है त्यों-त्यों द्रृव्यमात भी बढ़ता जाता है और यदि वेग प्रकाश-वेग 
के बराबर हो जाय तो द्रव्यमान अनन्त (4777706) हो जायगा । इस परिवर्तत 
को व्यक्त करनेवाला समीकरण निम्न है-- 

8/_ 
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जहाँ ॥#--वस्तु का द्रव्यमात, ॥/-”उसी वस्तु का विराम-अवस्था में द्रव्यमान, 
०-न्वस्तु का वेग तथा ८--प्रकाश का वेग । ः ः क्‍ 
.. दूसरे अब तक हमारा विश्वास था कि द्रव्य (7020०) तथा ऊर्जा (९००८९2४५ ) 
सर्वथा भिन्न सत्ताएँ हैं। किन्तु आपेक्षिकता सिद्धान्त के अनुसार द्रव्यमान तथा ऊर्जा 
निम्नलिखित समीकरण द्वारा संबंधित होते हैं-- | 
5 ७ 28 ले पक छत. «6 

. जहाँ #--ऊर्जा, #ल्‍-द्रव्यमात तथा ८--अ्रकाश का-वेग । इसका अर्थ यह है कि 
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ऊर्जा तथा द्वव्यमान का एक-दूसरे में परिणाम हो सकता है। अथवा यों कहिए कि 
ये दोनों किसी एक-ही मूल सत्ता के दो विभिन्न रूप हैं । यदि किसी थस्तु के वेग में 
वृद्धि होती है तो उसका कारण यह होता है कि उसमें बाहर से कुछ ऊर्जा प्रविष्ट 
हो गयी है। किन्तु अब हमको यह भी मानना पड़ता है कि इस ऊर्जा की वंद्धि के ही 
कारण उसमें द्रव्य की मात्रा भी बढ़ जाती है। अर्थात्‌ वह ऊर्जा ही द्रव्य के, रूप में 


परिणत हो जाती है । 


वस्तु की विराम-अवस्था में उपर्युक्त समीकरण हो जायगा-- 
3 बचा ८ 
७ 0 
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किन्तु प्रकाश-वेग--3 »८ 70* सम» प्रति सेकंड होने के कारण साधारण वेगों के लिए 
द्रव्यमान की यह वृद्धि उपेक्षणीय ही रहती है। किन्तु यदि वेग प्रकाश-बेग की कोर्टि 
का हो जाय तो यह वृद्धि उपेक्षणीय नहीं रहेगी । अब यह बात प्रयोग के द्वारा पूर्णतः 
प्रमाणित हो चुकी है । 


इस समीकरण का दूसरा परिणाम यह है कि यदि द्रव्यमान # पूर्णतः ऊर्जा में 
परिणत हो जाय तो जो ऊर्जा प्राप्त होगी वह घटक ८ के कारण बड़ी प्रचंड होगी । 
परमाणु बम (३00770 50777) का आविष्कार इसी तथ्य पर आश्रित है। यूरे- 
नियम के परमाण्‌ का भार २३५ होता है। जब उस का विखंडन ( £5807% ) 
होता है तो उसके टूटे हुए भागों का सम्मिलित भार २३५ नहीं होता । वह कुछ कम 
होता है। यद्यपि द्रव्यमान की यह कमी अत्यन्त अल्प ही होती है, किन्तु आइन्स्टाइन 
के द्रव्य-ऊर्जा अनुबंध के अनुसार इससे प्रगट होने वाली ऊर्जा का मान बहुत बड़ा होता 
है। हाइड्रोजन-बम में हाइड्रोजन के परमाणुओं के संसंजन (४एआं०॥) से 
हीलियम का परमाण्‌ बनता है। इस क्रिया में भी द्रव्यमान घट जाता है और यहाँ भी 
ऊर्जा की उत्पत्ति का कारण वही है। कई अरब वर्षो से सूर्य ऊर्जा का अनवरत विकि- 
रण (72040 07) करता रहा है। इसका रहस्य भी ऐसी ही क्रिया में निहित 
है । इस तरह विशिष्ट आपेक्षिकता का ऊर्जा-द्रव्य संबंधी समीकरण अनेक प्रकार के 
प्रयोगों से प्रमाणित हो गया है और आधुनिक भौतिकी में विशिष्ट आपेक्षिकता के 
सिद्धान्त को एक महत्त्वपूर्ण स्थान प्राप्त हो गया है# । 


*# डी० सी० मिलर (2. (.०५॥॥४/) के कुछ आधुनिक प्रयोगों के द्वारा ईथर के सापेक्ष 
९ | द 
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यद्यपि विशिष्ट आपेक्षिकता के काल, दूरी तथा द्रव्यमान संबंधी सभी परिणाम 
परमाणु-भौतिकी में अनेक बार प्रमाणित हो चुके हैं तथापि सामान्य व्यवहार में 
इनका उपयोग करने की आवश्यकता नहीं होती क्‍योंकि हमारे नित्य के व्यवहार में 
जिन वेगों से हमारा काम पड़ता है वे प्रकाश-वेग की तुलना में उपेक्षणीय होते हैं । 
नित्य के व्यवहार के लिए तो न्यूटन की यांत्रिकी की धारणाएँ अब भी पर्याप्त समझी 
जा सकती हैं । द 

यह सच है कि विशिष्ट आपेक्षिकता के सिद्धान्त के द्वारा भौतिकी तथा द्शनशास्त्र 
के लिए एक नवीन और अधिक संतोषप्रद दृष्टिकोण प्राप्त हो गया था तथापि भौतिकी 
में कुछ समस्याएँ ऐसी रह गयी थीं जिनकी मौलिक धारणाओं के विषय में अनेक प्रकार 
की शंकाओं का अब भी समाधान नहीं हो सका था । इसलिए १९१५ में आइन्स्टाइन 
ने व्यापक आपेक्षिकता (6व्ाथर्श रि०४प्य9) के सिद्धान्त को प्रस्तुत 
किया । इस सिद्धान्त में विशिष्ट आपेक्षिकता की धारणाओं में द्रव्यमान संबंधी कुछ 
नवीन धारणाएँ और जोड़ दी गयीं । 

भौतिकी में दो प्रकार के द्रव्यमानों का उपयोग होता है । एक तो कहलाता है 
धअवस्थितित्वीय अथवा जड़त्वीय द्रव्यमान' (7८:४४ 70955) जिसका उप- 
योग यांत्रिकी में बल (#07००) तथा उससे उत्पन्न त्वरण (३०८थटाथ07 ) 
का संबंध व्यक्त करने के लिए किया जाता है । दूसरा कहलाता है 'गुरुत्वीय द्रव्यमान' 
_(टुप्थ्णंए४४०7० 77885) जिसका उपयोग ग्रुत्वाकर्षण के प्रसंग में किया 
जाता है। यद्यपि इन दोनों प्रकार के द्रव्यमानों की परिभाषाएँ सर्वथा भिन्न तथा 
परस्पर स्वतंत्र धारणाओं पर आधारित हैं तथापि प्रयोग द्वारा ये दोनों द्वव्यमान स्वेदा 
बराबर परिमाण के ही पाये जाते हैं। द्रव्यमानों की इस एकता का उपयोग करके 
आइन्स्टाइन ने गतिविज्ञान तथा गुरुत्वाकर्षण सिद्धान्त में एकरूपता उतन्न कर दी। 
किन्तु आइन्स्टाइन की वैधानिक पद्धति न्यूटन की पद्धति से भिन्न है । 

_ विशिष्ट आपेक्षिकता के अनुसार आकाश और काल स्वतंत्र सत्ताएँ नहीं रह गयी 

थीं और उनमें घनिष्ठ संबंध स्थापित हो गया था। मिनकाउस्करी ( 00४ ) 
ने आकाश और काल के सम्मिश्रण से एक “चतुविमितीय सांतत्यका (ए0प्7 वीए7०7- 


पृथ्वी का वेग शुन्य नहीं निकला हैं| उसका मान यद्यपि बहुत छोटा पाया गया है, किन्तु यद्द निश्चि- 
सा ही प्रतीत होता है कि वह बिलकुल शुन्य नहीं है | किन्तु अभी तक वशानिक संसार में इस बात क्‍ 
को मान्यता नहीं मिली है | माइकेलसन तथा मोलें के : प्रयोग को अधिक सुग्माही उपकरणों की 
सहायता से पुनः सावधानतापू्वक दोहराने के बाद ही इसका परिणय हो सकेगा। क्‍ 
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800464 (०0007प्५7 ) की संकल्पना के द्वारा विशिष्ट आपेक्षिकता के अनुबन्धों 
को ज्यामितीय रूप दे दिया । और तब आइन्स्टाइन ने इस चतुविमितीय सांतत्यक को 
मौलिक मानकर गरुत्वाकर्षण की समस्याओं को ज्यामितोय पद्धति के अनुसार हल 
किया । इस व्यापक आपेक्षिकता के सिद्धान्त से न्‍्यूटन की यांत्रिकी के वे सब परिणाम 
तो प्राप्त हो ही गये जो प्रयोग द्वारा प्रमाणित हो चुके थे । किन्तु उनके अतिरिक्त 
कुछ परिणाम ऐसे भी निकरू आये जिनको न्यूटन की यांत्रिकी से प्राप्त करना संभव 
नहीं है । इनमें से निम्नलिखित तीन परिणाम अत्यन्त महत्त्वपूर्ण हें और उन्हें प्रयोगों 
के द्वारा प्रमाणित करने के अनेक प्रयत्न किये गये हैं । 


(१) बहुत वर्षों से ज्योतिषियों को ज्ञात था कि सौरपरिवार ($0]97 $95४0८॥०) 
में बृध (/८८प7५) ग्रह की कक्षा प्रत्यक्ष प्रेक्षण द्वारा वैसी नहीं पायी जाती जैसी 
कि न्यूटन के गुरुत्वाकर्षण सिद्धान्त के अनुसार उसे होना चाहिए था । उसका परिसौर 
बिन्दु (7००|०८४००) स्थिर रहने के बदले अत्यन्त मन्थर, किन्तु निश्चित वेग से 
अग्रसर होता हुआ पाया गया था । व्यापक आपेक्षिकता के अनुसार परिकलन करने 
से न केवल परिसौर बिन्दु की गति का स्पष्टीकरण ही हुआ, किन्तु इस गति का 
परिमाण भी प्रेक्षित परिमाण के अनुरूप ही प्राप्त हो गया । 


(२) व्यापक आपेक्षिकता सिद्धान्त का दूसरा परिणाम यह था कि बहुत भारी 
द्रव्य-पंज के निकट से जब कोई प्रकाश-किरण जाती है तो उसका पथ सरल रेखात्मक 
नहीं रहता । उसमें कुछ वक्रता आ जाती है। इसका कारण इस सिद्धान्त के अनुसार 
यह है कि प्रकाश भी एक प्रकार की ऊर्जा है। अतः उसमें भी द्रव्यमान होता है और 
उसपर भी द्रव्य की ही भाँति गुरुत्वाकर्षण का बल लूगता है। किन्तु इस गुरुत्वीय 
बल से प्रकाश के पथ में जो वक्ता उत्पन्न होती है वह प्रकाश के अत्यधिक वेग के कारण 
इतनी थोड़ी होती है कि साधारणत: वह प्रेक्षणगम्य नहीं होती । किन्तु सूर्य के पूर्ण ग्रहण 
(४00४ ८८०४०) का समय इसके प्रेक्षण के लिए उपयुक्त है क्योंकि उस समय 
सर्वत्र अंधकार हो जाने के कारण आसमान में तारे दिखाई देने रूगते हैं और सूर्य के 
पीछे की तरफ से सूर्य-पृष्ठ के अत्यन्त निकटवर्त्ती प्रबल गुरुत्वीय क्षेत्र में से आती हुई 
किसी तारे की किरण की वक्रता नापी जा सकती है। इस प्रकार की माप १९१९, 
१९२२, १९२९, १९४७, तथा १९५४ के पूर्ण-ग्रहणों के समय की गयी थी और 
इससे व्यापक आपेक्षिकता के इस परिणाम की सत्यता प्रमाणित हो गयी । वक्रता के 
सैद्धान्तिक और प्रेक्षित परिमार्णों में जो थोड़ा-सा अन्तर पाया गया है वह प्रायोगिक 
भूल के अन्तर्गत है और उफ्रेश्षणीय है। 





की को आओ 


(३) तीसरे परिणाम का सम्बन्ध प्रकाश के तरंग-दैष्ये (५३०९-०८ £277) 
से है। यह तरंग-दैध्यं प्रकाश के उत्पादक परमाणुगत कम्पनों के आवर्तकाल ($०ां- 
०४८ पाए८) पर अवरुम्बित होता है । और व्यापक आपेक्षिकता सिद्धान्त के 
अनुसार प्रबल गुरुत्वीय क्षेत्र में अवस्थित कम्पनों का आवतंकाल बढ़ जाता है 
और उससे उत्पन्न प्रकाश-तरंग का दैध्ये भी कुछ बढ़ जाता है। फलत: किसी अत्यन्त 
प्रबल ग्रुत्वाकषंणवाले तारे में से आनेवाले किसी विशेष तत्तव के परमाणु के प्रकाश 
का तरंग-दैध्य॑ उसी तत्तव के पृथ्वी पर अवस्थित परमाणु के प्रकाश के तरंग-दै्ध्य की 
तुलना में कुछ थोड़ा-सा बढ़ जायगा और उसकी स्पैक्ट्रमीय रेखा स्पैक्ट्रम के लाल छोर 


की ओर हटी हुईं दिखाई देगी। इसे स्पेक्ट्रमीय रेखाओं का 'रक्ताभिमुखी विस्थापन' 


अथवा संक्षेप में “रक्त-विस्थापन! (7८०१-४४) कहते हैं। इस बात का प्रायो- 
गिक प्रमाण भी ऐसे तारों के प्रकाश में मिल गया है जिन्हें वामन तारे (वछक्षा: 
5४7) कहते हैं और जिनमें द्रव्य का घनत्व जल की अपेक्षा सह्रों गुना अधिक 
होता है। 


पांए०5८) सम्बन्धी एक नये अध्ययन-विषय का भी जन्म हुआ है और उसने 
आधुनिक भौतिकी के विकास के अध्ययन को अत्यन्त रोचक बना दिया है । ज्यों-ज्यों 
दूरबीनों की उत्कृष्टता बढ़ती गयी त्यों-त्यों मनुष्य की दृष्टि का विस्तार भी विशाल 
होता गया और अब तो अमेरिका के पालोमर (?2/077%7) पर्वत पर स्थापित 


२०० इंच व्यासवाली दूरबीन की सहायता से मनुष्य की दृष्टि अत्यन्त दूर तक पहुँच 


रही है । फलत: तारों और नीहारिकाओं (7८०प/०) के संबंध में नित्य नवीन 
ज्ञान प्राप्त हो रहा है। नीहारिकाओं के प्रकाश के तरंग-दैध्यों को नापने से ज्ञात हो 
गया है कि हमसे ये नीहारिकाएँ निरन्तर बड़ी तीब्र गति से दूर हट रही हैं । और जितनी 
अधिक किसी निहारिका की हमसे दूरी होती है उतनी ही अधिक तीत्र गति से वह 
हमसे दूर भागती हुई जान पड़ती है। यह हबल का नियम (ल्रप70]0५ 79ए) 
कहलाता है। अर्थात्‌ इस विश्व का विस्तार निरन्तर बढ़ता जा रहा है। इस प्रसरण 
के द्वारा विश्व की उत्पत्ति के समय का भी अनुमान लूगा लिया गया है। इसके अति- 
रिक्त यह भी अनुमान कर लिया गया है कि इस समय विश्व का औसत घनत्व 


सन्नचिकटत: __-28 ग्राम प्रति घन सेंटीमीटर है। आपेक्षिकता के सिद्धान्त के द्वारा 


इन सब प्रेक्षित तथ्यों का स्पष्टीकरण करने के तथा उन सब को एक-ही सिद्धान्त में 
बठाने के प्रयत्न किये जा रहे हैँ । 


व्यापक आपेक्षिकता के सिद्धान्त से विश्वसंरचना ($0पटापा6 ० (४० 
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ल्‍ ए ल्‍ण 


व्यापक आपेक्षिकता का उद्देश्य प्रमुखतः यांत्रिकी तथा गुरुत्वाकर्षण के सिद्धान्तों 
का एकीकरण था । किन्तु प्रकृति में केवल इन्हीं दो जातियों के बल नहीं होते । 
विद्युतू-चुम्बकीय (०८८८:०77387०0०) तथा नाभिकीय (9प८ं८४) बलों 
का अस्तित्व भी निश्चय ही है। अतः जिस प्रकार व्यापक आपेक्षिकता ने यांत्रि- 
कीय तथा गुरुत्वीय बलों का चतुविमितीय दिक्‌-काल सांतत्यक की ज्यामिति के द्वारा 
स्पष्टीकरण कर दिया है, उसी प्रकार जो सिद्धान्त इन अन्य प्रकार के बलों का भी स्पष्टी- 
करण करने में सफल हो जायगा वही अधिक संतोषजनक समझा जायगा । किन्तु यह 
समस्या प्रथमत: जितनी सरल दिखाई देती है, वस्तुतः उतनी सरल है नहीं । 

व्यापक आपेक्षिकता के सिद्धान्त में विद्युतू-चुम्बकीय बरक-क्षेत्र को समाविष्ट करने 
के लिए पहले तो हमें मैक्सवैल (४०४७८) के समीकरणों पर विचार करना 
पड़ेगा । किन्तु यह काय सुगम नहीं है। आइच्स्टाइन ने अपने अंतिम ३० वर्ष ऐसे 
ही एकीकत क्षेत्र-सिद्धान्त (777०4 70 7०००५) ” का निर्माण करने के 
प्रयत्न में बिताये। फिर भी उन्हें सफलत।) नहीं मिली । अपने अन्त कार तक 
आइन्स्टाइन का दुढ़ विश्वास था कि यद्यपि आज गुरुत्वाकषंण बल, विद्युत्‌-चुम्बकीय' 
बल तथा नाभिकीय बल विभिन्न रूपों में तथा विभिन्न प्रकार से भौतिक विज्ञान में 
व्यक्त किये जाते हैं, किन्तु मूलतः उनमें भिन्नता नहीं है । दिक्‌-काल सांतत्यक में उन 
सभी का एकीकरण अवध्य ही संभाव्य है। ऐसे नवीन सिद्धान्त का निर्माण करने 
के लिए अनेक सुविख्यात वैज्ञानिकों ने प्रयत्न किये हैं और अब भी कर रहें हैं । किन्तु 
उन सबकी असफलता से यह प्रश्न उपस्थित होता है कि भौतिकी का ऐसा ज्यामितीकरण 
कहाँ तक उचित है। इस सम्बन्ध में विख्यात वैज्ञानिकों के द्वारा भिन्न-भिन्न प्रकार 
के सिद्धान्त प्रस्तुत किये गये हैं। इनमें मिलने (7५४॥॥०), द्वाइटहैड (५०]॥४६० 
#०4व ), हॉयल (709)०) आदि के नाम प्रमुख हैं। अब यह समस्या केवल भौतिक 
विज्ञान की समस्या ही नहीं रह गयी है । दर्शनशास्त्र, गणित आदि के विद्वानों ने 
भी इसे अपनाया है । जितनी प्रगति अब तक हो चुकी है उससे यह आशा होती है कि 
किसी न किसी दिन यह समस्या भी हल हो ही जायगी । और तब हमारे विचारों 
और धारणाओं में एक बार फिर वैसी ही क्रान्ति हो जायगी जैसी कि वर्तमान में 
आपेक्षिकता के सिद्धान्त से हुई है । क्‍ 

उपरि-निरदिष्ट विवेचन आपेक्षिकता के सिद्धान्त के विकास का एक छोटा-सा 
सिहावलोकन मात्र है। इस सिद्धैन्त की समस्याएँ नित्य के व्यवहार की नहीं हैं । इस- 
लिए इनको हल करने का प्रयक्ञ भी असाधारण प्रकार का है । इनमें प्रयुक्त गणित के 
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प्रमेष गणित की असाधारण तथा विद्येष प्रकार की शाखाओं में से लिये गये हैं । अतः 
आपेक्षिकता के व्यापक सिद्धान्त को समझने के पहले इन गणितीय शाखाओं का अभ्यास 
करने की आवश्यकता होती है । यही कारण है कि जहाँ यह सिद्धान्त प्रत्येक पाठक 
के मन में कौतृहल उत्पन्न करता है वहीं कुछ भय का भी संचार करता है। इसकी 
मूल धारणाओं को और प्राप्त परिणामों को समझना इतना कठिन नहीं है जितना 
कठिन उन फलों को प्राप्त करने की विधि को समझना । 

आइन्स्टाइन ने १९२१ में अमेरिका के प्रिंसटन विश्वविद्यालय में जो चार 
व्याख्यान दिये थे और जो १९२२ में पहली बार पुस्तक रूप में प्रकाशित हुए थे, यह 
पुस्तक उन्हीं का अनुवाद है। अंगरेजी पुस्तक के अब तक छ: संस्करण निकल चुके 
_हैं। चतुर्थ संस्करण में स्वयं आइन्स्टाइन ने ही एक और परिशिष्ट गुरुत्वाकर्षण 
के व्यापकीकृत सिद्धान्त” (5०0०:०5८० प6०7ए ० 072ए६४7०07 ) पर लिख 
कर जोड़ दिया था। छठे संस्करण में इस परिशिष्ट को उन्होंने पूर्णतः नवीन रूप 


लिख दिया था और उसके शीर्षक को बदलकर “असंमित क्षेत्रों का आपेक्षिकीय _ 


सिद्धान्त” ( एलगासंपं८ 7060 एण ४० ऐि07-59५99776770 760) कर 
दिया था । प्रस्तुत अनुवाद के लिए मेथ्यूएन एण्ड कंपनी, लन्दन (7/०८०प८० 270 


(0०., 7.07609) द्वारा प्रकाशित “776 (८०००४ ० रेट३पशंघए” के छठे 


संशोधित संस्करण (१९५६) का उपयोग किया गया है। 
विषय गहन है, यंह कठिनाई तो थी ही । किन्तु उसके साथ-साथ पारिभाषिक 


शब्दों की कठिनाई “अयम्‌ अपर: गंडस्या उपरि स्फोट:” की तरह सामने आ खड़ी 


हुई | पारिभाषिक शब्द-कोश बनाने के अनेक यत्न हुए हैं और हो रहे हूँ । इन प्रयत्नों 
से कभी-कभी तो सहायता मिलती है और कभी-कभी भ्रम भी उत्पन्न हो जाता है । 


यह संतोष की बात है कि केन्द्रीय सरकार के शिक्षण विभाग ने पारिभाषिक हब्द- 


रचना करने का प्रयत्न प्रारम्भ किया है। अभी तक केवल माध्यमिक शालाओं के 
उपयोग के लिए ही शब्द-संग्रह तैयार हुआ है ।& उसमें से अनेक शब्दों का इस अनुवाद 
में उपयोग किया गया है । वैसे ही आचाय॑ रघुबीर विरचित “आंग्ल भारतीय महाकोश” 
से भी अनेक शब्द लिये गये हैं। इन दोनों पुस्तकों से हमें जो सहायता मिली है उसके 
लिए हम कछतज्ञ हैं। उसी तरह, सागर विश्वविद्यालय के भूतपूर्व उपकुलूपति 


$ “० टाएआ८098 दफा लिकता 408 $62080%ए 8८7008---ए/एश८ट४? 


- 9प०॥5४6व4 फए छा खींधांईएए 0ी छिवंपटथा00, 0072८:४४76९70 ० 47079, 
वरल्ज़ छल 4955. पे 
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तथा उत्तर प्रदेश सरकार की हिन्दी-समिति के अध्यक्ष डा० रामप्रसाद त्रिपाठी जी 
ने बारंबार प्रोत्साहन देकर इस अनुवाद के लिए हमें जो प्रेरणा दी उसके लिए भी 
हम उनके प्रति हादिक आभार प्रदर्शित करना चाहते हैँ । इस अनुवाद में श्रीयुत 
प्रेमचंद मिश्र से जो सहायता मिली है वह भी विशेषतः उल्लेखनीय है । द 

अनुवाद में संभवत: अनेक त्रुटियाँ हैं, किन्तु यह दोष हमारा है। मूल पुस्तक का 
नहीं । कुछ बातें ऐसी भी हैं जो त्रुटियों-जेसी मालूम होने पर भी वास्तव में त्रुटियाँ 
नहीं हैं । ऐसी ही एक बात सांकेतिक लिपि है । इसके संबंध में हमारा निवेदन यह है 
कि ज्ञान, राष्ट्रों की सीमाओं द्वारा मर्यादित नहीं होता और विभिन्न देशों के विद्वानों के 
सहयोग से ही विज्ञान की प्रगति इतनी शी ध्रता से हो सकी है । अतः विज्ञान के अध्ययन 
के लिए अनेक विदेशी भाषाओं से परिचित होता आवश्यक है। भौतिकी की प्रगति 
में नवीन सिद्धान्तों की रचना करते समय सूत्रीकरण की आवश्यकता होती है और 
समीकरणों को ऐसे रूप में व्यक्त करना पड़ता है कि उन पर दृष्टिपात करते ही उनका 
अभिप्राय समझ में आ सके । स्पष्ट है कि यदि प्रत्येक राष्ट्र ऐसे मौलिक समीकरणों 
में केवल अपनी ही लिपि का उपयोग करने का दुराग्रह करे तो विज्ञान की प्रगति में 
विकट कठिनाइयाँ उपस्थित हो जायेंगी। इसलिए भोतिकी के लिए कुछ अन्तर- 
राष्ट्रीय संकेत नियत कर दिये गये हैं और समस्त देशों में भौतिकी के सिद्धान्तों को 
इन्हीं संकेतों के द्वारा व्यक्त किया जाता है। यथा, प्रकाश के वेग के लिए नियत संकेत 
“८ है। सब भाषाओं में एक ही संकेतावछी के व्यवहार से लाभ यह है कि. किसी भी 
भाषा की पुस्तकों में प्रकाशित आविष्कारों को समझना कठिन नहीं होता। इन संकेतों 
की संख्या अब इतनी बढ़ गयी है कि उनके लिए किसी भी एक लिपि के अक्षर पर्याप्त 
नहीं होते । वर्तमान' अन्तरराष्ट्रीय सांकेतिक' परिभाषा में अनेक लिपियों के अक्षर 
समाविष्ट हैँ । और ज्यों-ज्यों प्रगति होती जायगी, त्यों-त्यों और भी दूसरी लिपियों 
के अक्षरों की आवश्यकता हो जायगी । किसी भी भाषा के साहित्य में भौतिकी के 
आविष्कार इन निश्चित संकेतों के द्वारा ही व्यक्त किये जाते हैं । अब ये संकेत किसी 
लिपि विश्येष के अक्षर नहीं समझे जाते । वे तो भौतिक विज्ञान के प्रतीकात्मक संकेत- 
चित्र बन गये हैं । इसलिए इस अनुवाद में उन्हीं संकेताक्षरों को स्वीकृत कर लिया गया 
है जिनका उपयोग मूल-पुस्तक में किया गया था। इस अनुवाद को पढ़ लेने के पश्चात्‌ 
यदि कभी आपेक्षिकता के सिद्धान्त के विषय में अंग्रेजी, फ्रेंच, जर्मन इत्यादि भाषाओं 
की पुस्तकों को पढ़ने की आवश्यकता पड़े तो इसके समीकरण उन भाषाओं में भी 
इसी रूप में मिलेंगे और उन्हें श्समझना आसान होगा । द 











कद 


. आपेक्षिकता के सिद्धान्त तथा उसके जन्मदाता के विषय में विपुल साहित्य उपलब्ध 
है। इनमें ॥'प्रत॑णा एप्री&708 ९ :०77थाए हारा प्रकाशित ॥॥6 49/भ7ए 
० ॥/#शंगट 270597०5 नामक पुस्तक माला की िव्ा जिपीण 50797 
द्वारा संपादित पुस्तक ' /0]96८४ 75020 : ?700%70: _ँलंबकी5६ का नाम 
उल्लेखनीय है। गणित को प्राधान्य देकर लिखी हुईं पुस्तकों मं छ. $ "ै॥०काए8थ 
की “509908-77776 5#पलप्ा८ तथा 3. ै. 2५४० की हज 00 
(29्परठत ब०व एणाव $7प्रटपणा८” विशेष रूप से उल्लेखनीय हैं । इस 
अनवाद को पढ़ लेने के बाद यदि किसी पाठक के मन में आपेक्षिकता के सिद्धान्त के 
विषय में अधिक जिज्ञासा उत्पन्न हो, तो इन दोनों पुस्तकों के पठन से अवश्य ही 
तृप्ति होगी । 5 
. अस्त में उत्तर प्रदेश की हिन्दी समिति-ने हिन्दी भाषा की तथा भौतिक विज्ञान 
की सेवा करने का हमें जो अवसर दिया है उसके लिए हम समिति के सर्देव 
ऋणी रहेंगे । 

क्‍ .. देवीदास रघुनाथ भवालकर 


3 

















अथम अध्याय 


आपेक्षिकता-पूर्व भोतिकी में आकाश और काल 
(59926 2०वें पपा6 ता 77०९-२० ४४७छॉ४ए ?॥ए५25 


आपेक्षिकता के सिद्धान्त का आकाश और काल के सिद्धान्त से घनिष्ठ सम्बन्ध 
है। इसलिए प्रारम्भ में ही में भाकाश और काल संबंधी हमारी प्रचलित धारणाओं की 
उत्पत्ति के मूल कारणों का विवेचन करूँगा, यद्यपि में जानता हूँ कि यह विषय विवादा- 
स्पद है। चाहे प्रकृति-विज्ञान हो चाहे मनोविज्ञान हो, समस्त प्रकार के विज्ञान का 
उद्देश्य यही होता है कि हम अपने अनुभवों में क्रमबद्धता स्थापित कर सकें और उन्हें 
तर्क-सम्मत शखूंखला में बैठा सकें । अब देखना यह है कि आकाश और काल संबंधी 
हमारी प्रचलित धारणाओं का हमारे अनुभवों से क्‍या संबंध है । 

किसी भी व्यक्ति के अनुभव हमें अनेक घटनाओं के अनुक्रम के रूप में दिखाई 
देते हैं। इस अनुक्रम में जितनी घटनाओं का हमें स्मरण होता है उनमें से प्रत्येक 
“पर्व” और पश्चात्‌” नामक लक्षणों के अनुसार क्रमबद्ध जान पड़ती हैं । किन्तु 
इन लक्षणों का और अधिक विश्लेषण संभव नहीं है। अतः प्रत्येक व्यक्ति के लिए 
अपना-अपना स्व-काल ( -४77० ) अथवा व्यक्तिगत ( $प7]०८४४० ) काल 
होता है। किन्तु यह काल स्वतः नापा नहीं जा सकता । यह तो हो सकता है कि हम 
इन घटनाओं का संबंध संख्याओं से इस प्रकार जोड़ दें कि पूर्व घटना से संबंधित संख्या 
की अपेक्षा पश्चात्‌ घटना से संबंधित संख्या बड़ी हो । किन्तु इस संबंध का स्वरूप 
सवंथा अनिश्चितं और केवल व्यक्तिगत इच्छा पर ही निर्भर हो सकता है। उक्त 
घटनावली की घटनाओं के क्रम के साथ घड़ी द्वारा प्रस्तुत घटनाओं के क्रम की तुलना 
करके इस संबंध को निश्चित रूप दिया जा सकता है। घड़ी हम उस वस्तु को कहते 
हैं जो ऐसी घटनाओं को प्रस्तुत करती है जिनकी गिनती की जा सकती है। इसके 
अतिरिक्त घड़ी में अन्य गूण भी ड्ोते है जिनके विषय में हम आगे चलकर विचार 
करग। 


श् 
तक 











२ आपेक्षिकता का अभिप्राय 


भाषा की सहायता से विभिन्न व्यक्ति अपने-अपने अनुभवों की थोड़ी-बहुत तुलना 
कर सकते हैं। ऐसा करने पर देखा गया है कि भिन्न-भिन्न व्यक्तियों के कुछ इंद्विय- 
जन्य अनुभव तो एक-से होते हैं, किन्तु कितने ही अनुभवों में ऐसा सांगत्य स्थापित नहीं 
किया जा सकता । हम स्वभावतः उन अनुभवों को वास्तविक (7०४ ) समझते 
है जो विभिन्न व्यक्तियों में एक-से होते हैं और इस' कारण जो बहुत कुछ अवैयक्तिक 
हैं। समस्त प्राकृतिक विज्ञान, और विशेष कर भौतिकी (?!79४८$) जो सबसे 
अधिक मौलिक विज्ञान है, ऐसे ही इन्द्रियजन्य अनुभवों का अध्ययन करते हैं। भौतिक 
वस्तुओं की और विशेषकर परिदृढ़ ( एंह्ठांव ) वस्तुओं की धारणा ऐसे ही अनेक 
इन्द्रिय जन्य अनुभवों का अपेक्षाकृत निश्चित प्रकार का सम्मिश्रण है। इसी अर्थ में 
घड़ी भी एक वस्तु अथवा वस्तु-संघ ( $५४८४7 ) है और उसमें एक अतिरिक्त 
गण यह भी है कि वह जिस अनुक्रम की घटनाओं की गिनती करती है उसके समस्त 
मूलांश ( ८०7॥०८०५७ ) बराबर मान के समझे जा सकते हैं । 

हमारी धारणाओं तथा धारणा-समूहों की सार्थंकता इसी में है कि वे हमारे विविध 
अनुभवों को निरूपित करने में सहायता देते हैं । इसके अतिरिक्त और किसी बात से 
उनका समर्थन नहीं किया जा सकता । यह मेरा निश्चित विश्वास है कि जिन दाशे- 
निकों ने कतिपय मौलिक धारणाओं को अनुभव-जन्य ज्ञान के क्षेत्र से, जहाँ वे हमारे 
नियंत्रण में रहती है, हटाकर अनुभव-निरपेक्षता ( & 9707 ) के अगस्य शिखर 
पर पहुँचा दिया है उन्होंने वैज्ञानिक चिन्तन को बड़ी हानि पहुँचायी है । क्योंकि 
यद्यपि ऐसा माल्म होता है कि तक॑ के सहारे केवल अनुभव के आधार पर धारणाओं 
की दुनिया की थाह नहीं मिल सकती क्योंकि एक प्रकार से वह मनुष्य के मन की ही 
सृष्टि है और इस मन के बिना किसी प्रकार का विज्ञान संभव ही नहीं हो सकता, 
तथापि तथ्य' यह है कि यह धारणाओं की दुनिया हमारे अनुभवों के स्वरूप से उतनी 
ही कम स्वतंत्र होती है जितने कि पहनने के कपड़े मानवशरीर की आकृति से स्वतंत्र 
हो सकते हैं। यह बात आकाश और काल सम्बन्धी हमारी धारणाओं के विषय में 
विशेष रूप से सत्य है जिन्हें समंजित करके उपयोगी बनाने के लिए भौतिक वैज्ञानिकों 
को तथ्यों से बाध्य होकर अनुभव-निरपेक्षता के उत्तुंग शिखर से उतार कर नीचे लाना 
पड़ा है। 

अब हम आकाश या दिक्‌ सम्बन्धी धारणाओं तथा अभिनिर्णयों की चर्चा करेंगे । 
यहाँ भी यह आवश्यक है कि हम अपनी धारणम्ओों का अनुभवों से जो सम्बन्ध हैं 
उसको बराबर ध्यान में रखें। प्वांकरे (?०7८थ४८) ने अपनी पुस्तक ' विज्ञान 
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और परिकल्पना” ( $ट८ांव्ा८ट८ 6 7/ पज़ज0०77०४० ) में इस विषय का जो 


विवेचन दिया है उससे मुझे ऐसा जान पड़ता है कि उन्हें यह सत्य स्पष्ट रूप से ज्ञात 
था। किसी परिदृढ़ वस्तु के जिन समस्त परिवतेनों का हम प्रेक्षण कर सकते हैं 
उनमें से जो उत्क्राम्य (£८ए८अं]०) परिवर्तेन वस्तु की स्वेच्छ ( #शंशशआफ ) 
गति से उत्पन्न होते है वे अपनी सरलता के कारण स्पष्टतः अरूग दिखाई देते हैं । 
प्वांकरे ने इनको स्थान-परिवतेन की संज्ञा दी है। स्थान के सरल परिवतेन के द्वारा 
हम दो वस्तुओं का संस्पर्श ( ८०7८8४८८ ) करा सकते हैं। ज्यामिति के मूल-भूत 
सर्वांग-समता (८०४४27प८०८८) के प्रमेय ऐसे ही स्थान-परिवतेनों को नियंत्रित 
करनेवाले नियमों पर आश्रित हैं। आकाश की धारणा के लिए निम्न लिखित 
बातें आवश्यक मालम होती है । ख, ग,. . . आदि वस्तुओं को किसी वस्तु क के निकट 
तक लाकर हम नयी वस्तुएँ बना सकते हैँ । इस क्रिया को हम “वस्तु क का संतनन' 
( ८०7८४77०४०४ ) कहते हैं । क का यह संतनन' हम इस प्रकार कर सकते 
हैं कि उसका स्पर्श किसी अन्य' वस्तु प से हो जाय । वस्तु क के इस प्रकार के समस्त 
संतननों की समष्टि (752770०2) का नाम हम 'क वस्तु का आकाश” रख 
सकते हैं । तब ऐसा कहना भी सत्य होगा कि समस्त वस्तुएँ हमारी मनमानी रीति से 
चुनी हुईं वस्तु क के आकाश में अवस्थित हैं। इस अर्थ में हम किसी निरपेक्ष आकाश 
की चर्चा नहीं कर सकते, किन्तु केवल क वस्तु के आकाश की ही चर्चा कर सकते हैं । 
वस्तुओं के आपेक्षिक स्थानों का निर्णय करने के लिए हमारे नित्य के व्यवहार में पृथ्वी- 
तल का इतना प्राधान्य है कि इसी ने आकाश की निरपेक्षता की धारणा को जन्म 
दे दिया है । किन्तु इस धारणा का तकं-संगत समर्थन नहीं हो सकता । इस सांघातिक 
अम से बचने के लिए हम केवल “निर्देश - वस्तुओं” (90965 6 ए्क/०7०८) 
अथवा “निर्देशाकाश” (599८८ ० 7०६०८८०८८) शब्दों का ही उपयोग करेंगे । हम 
आगे चलकर देखेंगे कि इन धारणाओं को अधिक परिष्कृत करने की आवश्यकता 
व्यापक आपेक्षिकता' (5८76८० ८०४४ ५८ए) के सिद्धान्त के कारण हुई थी । 

निर्देशाकाश के जिन गुणों के कारण बिन्दुओं को आकाश के खंड या अवयव और 
आकाश को सांतत्यक ( ८00779प०० ) समझना आवश्यक होता है उनका 


“विवेचन विस्तार के साथ यहाँ नहीं किया जायगा । उसी तरह, आकाश के जिन 
गुणों के कारण संतत बिन्दु-पंक्तियों अथवा रेखाओं की धारणा का समर्थन हो सकता है 


उनका विश्लेषण भी यहाँ अभीष्ट नहीं है । यदि ये धारणाएँ सही मान ली जाये और 
अनुभवगत ठोस वस्तुओं के साथशउनका सम्बन्ध भी सही माव लिया जाय तो यह सहज 
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में ही समझा जा सकता है कि आकाश की त्रि-विमितीयता (7॥768-कएर७- 
#०72॥0ए) का अर्थ क्या है। प्रत्येक बिन्दु से तीन संख्याएँ ८८, ४,, ४, जिन्हें निर्देशांक 
(८०००के००४८५) कहते हैं, इस प्रकार सम्बन्धित की जा सकती है कि यह 
सम्बन्ध अनन्य रूप से व्यूत्कमिक (7 ८८०7०८४)) हो और जब यह बिन्दु संतत 


((०४४४००४७) बिन्दु-पंक्ति अथवा रेखा अंकित करता है तब 5५, »,, 5५ के 


मान संतत रूप से बदलते जाते है । 

आपेक्षिकता-पूव॑ भौतिकी में यह मान लिया जाता था कि आदझे परिदृढ़ 
वस्तुओं के संरूपण ( ८०77 8प72४7०० ) के नियम यूक्लिड (>फ८6) की 
ज्यामिति से सुसंगत हैं । इसका अभिप्राय निम्न प्रकार समझाया जा सकता है। 
परिदृढ़ वस्तु पर स्थित दो बिन्दुओं के बीच की दूरी को अन्तराल (77०००) 
कहते हैं । गतिविहीन अवस्था में ऐसा अन्तराल हमारे निर्देशाकाश की अपेक्षा अनेक 


भाँति अथवा अनुस्थापित अनुन्यस्त ( ०77०7८० ) हो सकता है। अब यदि इस _ 


आकाश के बिन्दु &, ४, », निर्देशांकों के द्वारा निर्दिष्ट किये जा सकते हों और उस 
अन्तराल के दोनों सिरों के निर्देशांकों के अन्तर /५ &,, /५ ४५, ५», ऐसे हों कि उनके 


वर्गों का जोड़ प्रत्येक अनुन्यास में एक ही नियत मान का बना रहे, अर्थात्‌ यदि सदेव 


3*- / ४ -- (५ ४ १-- (७ &.!... गम (7) 
हो, तो वह निर्देशाकाश यूक्लिडीय आकाश कहलाता है और वे निर्देशांक 
कार्तीय' ((»८०४०४ ) निर्देशांक कहलाते हैं ।* वास्तव में इस संकल्पना (48$प777- 


४0००) को अन्ततः केवल अनन्त सूक्ष्म ( णिए(०८५9 ४0 ) अन्तराल के. 


लिए ही सही मानना पर्याप्त है। इस संकल्पना में कई अन्य संकल्पनाएँ भी गर्भित 
है जिनकी विशिष्टता अपेक्षाकृत कम है, फिर भी उनकी मौलिक तथ्यपूर्णता के 
कारण हम उनकी ओर ध्यान दिलाना आवश्यक सामझते हैं। पहले तो यह मान 


लिया गया है कि किसी आदर्श परिदृढ़ वस्तु को हम अपनी इच्छानुसार जैसे चाहें वैसे 


. चला सकते हैं। दूसरे यह भी मान लिया गया है कि अनुस्थापन के प्रति आदर परि- 

दृढ़ वस्तुओं का आचरण उन वस्तुओं के भौतिक पदार्थ से तथा स्थान के परिवतंनों 
से स्वतंत्र होता है। इसका अर्थ यह है कि यदि दो अन्तरालों का संपात ( ८०॥- 
०06०7८८ ) एक बार संभव हो जाय तो उनका संपात कहीं भी और कभी भी हो 


*स्वेच्छा से चुने हुए किसी भी मूल-बिन्दु ( 07727) तथा अन्तराल की किसी भी दि 


भर्थात्‌ अनुपात 0७7 : (७५ : /५:८७ के किसी भी मान,के लिए इस प्रति-बंध (८०747007) | 


का पालन भआावदयक है | 
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सकेगा । ये दोनों ही संकल्पनाएँ, जिनका ज्यामिति में तथा विशेषतः भौतिक मापन 
में मौलिक महत्त्व है, अनुभव से स्वभावत:ः ही उत्पन्न हो जाती हैं । व्यापक आपेक्षिकता 
के सिद्धान्त में इन संकल्पनाओं को उन्हीं वस्तुओं और निर्देशाकाशों के लिए सही 
समझने की आवश्यकता होती है जो खंगोलीय (8$४07077८9) दूरियों की 
अपेक्षा अनन्ततः छोटी हों । 

इस राशि “$ को हम अन्तराल की रूम्बाई कहते हैं। इस लम्बाई के मान को 
अनन्यतः निर्णीत करने के लिए यह आवश्यक होगा कि किसी निश्चित अंतराल की 
लम्बाई के मान के लिए कोई मनमानी संख्या नियत कर दी जाय। उदाहरणार्थ, हम 
उसे १ समझ सकते है (लम्बाई का मात्रक--एा77४) । तब अन्य समस्त अंतरालों की 
लम्बाई भी निर्णीत हो जायगी। यदि हम » , को किसी प्राचछल (9श्ाक्षा7८८टा ) 


» पर रेखिक रूप से ([77०27[ए) आश्रित समझ लें, यथा-- 
४, चत्ढ नारे 0 9 

तो हमें ऐसी सरल रेखा प्राप्त हो जायगी जिसमें यूक्लिडीय ज्यामिति की 
सरल रेखा के समस्त गुण वतंमान होंगे। विशेषतः इससे यह परिणाम आसानी से 
निकल आयेगा कि किसी सरल रेखा पर अन्तराल '$' को ०" बार निरन्तरत: 
रखने से 7४5 की लम्बाई का अन्तराल प्राप्त हो जायगा। अत: लरुम्बाई का 
अर्थ उस फल से है जो हरूम्बाई के मात्रक के बराबरवाके माप-दंड के द्वारा 
सरल रेखा पर किये गये माप से प्राप्त होता है। आगे चलकर यह प्रगट 
हो जायगा कि सरल रेखा के समान ही इस फल की अभिव्यक्ति भी निर्देशांक तंत्र 
पर आश्रित नहीं है । 

अब हम एसी विचारधारा पर आ पहुँचे हैँ जिसका कार्य आपेक्षि- 
कता के विशिष्ट ($/८८ां0) और व्यापक (%०«४र्»च) सिद्धान्तों में एक-सा 
है। यहाँ प्रशनन यह उपस्थित होता है कि जिन कार्तीय निर्देशांकों का हमने उपयोग 
किया है उनके अतिरिक्त क्या और भी कोई समान फलदायक निर्देशांक होते हैं ? 
हमारे निर्देशाकाश के किसी मनमाने बिन्दु से विभिन्न दिशाओं में अनुस्थापित बरा- 
बर मानवाले अन्तरालों के अघ्त-बिन्दुओं के बिन्दु-पथ (0८५७ ) के रूप में जो गोलीय 
पृष्ठ (59060८० 5प77३८८) प्राप्त होता है उसकी अभिव्यक्ति भी अन्तराहू 
की भौतिक अभिव्यक्ति के समान ही निर्देशांकों के वरण अथवा निर्वाचन (८३०८८) 
पर अवलूम्बित नहीं होती । यदि&८ , तथा ४ , (9 से 3 तक) हमारे निर्देशाकाश 
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में दो तंत्रों के निर्देशांक हों तो उन दोनों निर्देशांक-तंत्रों में यह गोलीय पृष्ठ निम्नलिखित 
समीकरणों के द्वारा व्यक्त किया जा सकता है-- 
2५ 20, निया ( देला।विध्या। ) ००४३४ %३ २४ (2) 


5 20७ /नन्‍स्थिरांक, . . . . ०००० ल्ण् टन व 5 (24) 
निर्देशांक & रो को निर्देशांक & , के किस फलन (#07०८४०० ) के द्वारा व्यक्त किया 
जाय ताकि समीकरण (2) और (2 4) तुल्य रूपी हो जाये ? यदि & हे को ४, के 
फलन समझ लिये जाय॑, तो /५ £, के स्वल्प मानों के लिए, टेलर के प्रमेय ( 29075 


६१८०:९०४) के अनुसार, हम लिख सकते हैं कि--- 


000 ४ 05 कं 
हा 2, 4९ 8 १2 2 न॑- «००% ५० 
है । है) 0 2४, 7 $ 85% 8 “0%,“) 9 


0. ५ 3 
इस समीकरण में (2 ८) प्रतिस्थापित ($प्रॉ०४४070८) करने पर और तब 
उसकी () से तुलना करने पर हम देखेंगे कि ४“ , अवश्य ही & ,का रेखिक अथवा 


एक-घाती फलन होना चाहिए । अतः यदि हम यह मान ले कि- 
५, 55 5 र्ज- कं & 96. है _ण्क के न (3) 


अथवा की का “| 0, 20%, ४०१५ ३००० 0००५ (३ 4) 


तो समीकरण (2) तथा (2 4) की तुल्यता निम्नलिखित रूप में व्यक्त की जा 
सकती है-- 
घर / का पन्नऔ 5 (५ 0 5445 ००३४ मत (2 8) 

जहां 5», से » स्वतंत्र है। इससे यह निष्कूषं निकलता है कि » कोई स्थिरांक 
होना चाहिए। यदि » - समझ लिया जाय, तो (28) तथा (3 ५) से ये प्रतिबंध 
(८०००4४50/४) प्राप्त होते हैं-- 


ही के हे 8५5 न परम 20% (4) 


इसमें यदि पर हो तो8, 857 होगा औरूु यदि «८8 हो तो ७ जा 
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होगा। प्रतिबंध (4) लम्ब कोणिकता (०777०2०००॥४9) के प्रतिबंध कहलाते 
है और रूपान्तर-समीकरण (ए्यार्अ07740075) (3), (4) एकघात लम्ब- 
कोणिक' रूपान्तर-समीकरण । यदि हम यह शर्ते लगा दें कि प्रत्येक निर्देशांक-तंत्र 
में $*-- ५. /४ ४, लम्बाई के वर्ग के बराबर होगा और हम सदा उसी मात्रक के 


द्वारा लम्बाई का नाप करें, तो » का मान अवश्य ही 7 होगा। अतः हमारे निर्देशाकाश 
में केवल ये एक घात लम्बकोणीय समीकरण ही ऐ से रूपान्तर-समीकरण हैं जिनके द्वारा 
हम एक कार्तीय' निर्देशांक तंत्र से किसी अन्य तंत्र में रूपान्तरण कर सकते हैं। ऐसे 
रूपान्तर-समीकरणों के उपयोग से सरल रेखा के समीकरण सरलरेखा के समीकरण ही 
बने रहते हैं। समीकरण (3 ८) में दोनों पक्षों को 9, 8 से गुणा करके और , के 


समस्त मानों के लिए जोड़ने से -- 
2-2,,2 00 आस 9 ४) 2७७ न 2 5७% 7 20% ५ 


| 2० 273 0८ 


अर्थात्‌ 2&, के प्रतिलोम प्रतिस्थापन को भी वे ही गुणांक 9 निर्णीत कर देते हैं। 
ज्यामितीय दृष्टिकोण से &” ,-अक्ष और 5 -अक्ष के बीच के कोण की कोज्या 


८०५०८) ४, ५ # बराबर होती है। 


सारांश यह है कि यूक्लिडीय' ज्यामिति के अनुसार किसी भी दिये हुए निदशाकाश 
में कार्तीय-पद्धति के कुछ वरिष्ठ अथवा अधिमत ([7०८४:८० ) निर्देशांक तंत्र 
ऐसे होते हें जिनमें एक घात रूम्बकोणिक समीकरणों के द्वारा रूपान्तरण हो जाता है। 
हमारे निर्देशाकाश के दो बिन्दुओं के बीच की माप-दंड के द्वारा नापी हुई दूरी $ ऐसे 
निर्देशांकों में विशेष सरल रीति से व्यक्त की जा सकती है। दूरी की इसी परिभाषा 
को भित्ति पर समस्त ज्यामिति का निर्माण किया जा सकता है। प्रस्तुत प्रतिपादन में 
ज्यामिति का वास्तविक वस्तुओं से (परिदृढ़ वस्तुओं से ) सम्बंध है और ज्यामिति के 
प्रमेय इन्हीं वस्तुओं के आचरण-सम्बंधी उक्तियां हैं जिनकी सत्यता अथवा असत्यता 


(प्रेक्षण द्वारा) प्रमाणित हो सकती है। 
साधारणत: ज्यामिति का अध्ययन' करते समय' उसकी धारणाओं को अनुभव से 


सर्वेथा पृथक्‌ रखनेकी परिपाटी प्रचलित है। शुद्ध तकं-सम्मत बातों को तत्त्वतः अपूर्ण 
अनुभवमूलक बातों से पृथक्‌ रखने में अनेक लाभ हैं। शुद्ध गणितज्ञ के लिए ऐसा करना 
संतोषजनक है। यदि वह स्वयंत्ष्यों (&>500775 ) से अपने प्रमेयों का निर्दोष रीति से 
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निगमन कर सके अर्थात्‌ तर्क की दृष्टि से उसमें कोई भल न रहे तो वह संतुष्ट हो जायगा। 
उसे इस बात की चिन्ता नहीं रहती कि यूक्लिड की ज्यामिति सत्य है या नहीं । किन्तु 
हमारे उद्देश्य के लिए ज्यामिति की मौलिक धारणाओं को प्राकृतिक वस्तुओं से सम्बद्ध 


करना आवश्यक है। ऐसे सम्बंध के बिना भौतिकज्ञ के लिए ज्यामिति निरथंक हैं। 


भौतिकज्ञ के लिए यह प्रइन महत्त्वपूर्ण है कि ज्यामिति के प्रमेय सत्य हैँ या नहीं। इस 
दष्टि से य क्लिड की ज्यामिति परिभाषाओं से प्राप्त तके-संगत निगमनों के अतिरिक्त 
और भी कुछ व्यक्त करती है। यह बात निम्नलिखित सरल विचारधारा से स्पष्ट 


हो जायगी। 


आकाश के # बिन्दुओं के बीच में / (7-7) दूरियाँ होती हैं जिन्हें हम 5 हि 


के द्वारा व्यक्त करेंगे। इन दूरियों में और 38 निर्देशांकों में निम्नलिखित अनुबंध 





होते हैं-- 
8025. कक 5 5 अजय अं जज कक तक 5 
था बा कल  आ 0 (०)4 
इन # - शा ) समीकरणों में से ३# निर्देशांकों का निरसन (८एआ028 07) 





किया जा सकता है और इस निरसन के पदचात्‌ ७ । राशियों के कम से कम 


4 आन 30 समीकरण बन जायेंगे”। 3 0 मी राशियां हैं और परिभाषा 


2 


के अनसार वे एक दूसरी से स्वतंत्र हैं। अतः यह आवश्यक नहीं है कि ३ के ये 


अनुबंध अनुभवनिरपेक्ष (३7707) हों । 


ऊपर लिखी बातों से प्रगट है कि यूक्लिड की ज्यामिति में रूपान्तर-समीकरण 
(3), (4) का मौलिक महत्त्व है क्‍योंकि वे एक कार्तीय निर्देशांक तंत्र से दूसरे में 


रूपान्तरण की क्रिया को नियंत्रित करते हैं। कार्तीय निर्देशांक तंत्रों का छाक्षणिक गुण 
यह है कि उन में दो बिन्दुओं के बीच की माप्य दूरी 5 को व्यक्त करने का समीकरण 
होता है-- 

| श्र 


जा 





. * बास्तव में समीकरणों की संख्या “ “7 ) _4४--6 होतो है 
ह हक ह ब्टे 


री 


$4 34409 «७5545: ४ <वआं 


>>): 5 े 5 जज ५०242 
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यदि 7 (><) धात 8 .....) दो कार्तीय निदशांक तंत्र हों तो 

घ 2 जा /५ 

240 कम 
एक घात लम्बकोणिक रूपान्तर-समीकरणों के कारण इस समीकरण के दक्षिण 
पक्ष और वामपक्ष सर्वेसम (46०77८५५ ८वुण») होंगे। दक्षिण पक्ष से वाम 
पक्ष में केवल इतना ही अन्तर है कि » , के स्थान में ४, लिख दिये गये हैं। यह तथ्य 
इस प्रकार व्यक्त किया जाता है कि एक-घात लम्ब कोणिक रूपान्तरण की अपेक्षा 
>. 0४, निश्चर (वगएशर्॥7 है। यह स्पष्ट है कि यूक्लिड की ज्यामिति में 


केवल उन्हीं समस्त राशियों की वास्तविक अभिव्यक्ति कार्तीय निर्देशांक-तंत्र के वरण 
से स्वतंत्र मानी जाती है जो एक-घात लम्बकोणिक' रूपान्तरणों की अपेक्षा 
निदइचर हों। यही कारण है कि निशचरों का सिद्धान्त, जिसका सम्बंध नि३चरों के 
रूप को नियंत्रित करनेवाले नियमों से है, वेश्लेषिक' ज्यामिति के लिए इतना महत्त्व- 
पूर्ण है। द 

ज्यामितीय निहचर का दूसरा उदाहरण है आयतन (४० पा०९८) | इसे व्यक्त 


करते का समीकरण है--- 
ए- | || %५ 4५४५ 


याकोबी (]9८०४०) के प्रमेयानुसार हम .लिख सकते हैं कि-- 


9 42४ 4“, 42८“, | या न हक 4.2. 40, 4: 
आह 


3 
जहां अंतिम अनुकल (776९87०.) में अनुकल्य (7०९7 ०7वं ), ४, की अपेक्षा 





/ 


४, का फलनिक (एपि7८00०7०/), सारणिक या डिटमिनेन्ट (4०६४:फांप्रथभ( 
है और यह (3) के अनुसार £ आदि प्रतिस्थापन' के गणांकों के डिटमिनेन्ट 
| 0 (८, | के बराबर है। यदि हम समीकरण (4) के ७ ७ मे डिटमिनेन्ट बनायें तो 


डिटमिनेन्टों के गूणन के प्रमेयानुसार 


7-|%8 कक १ हक १ | 


अर्थात्‌ |, | चन-प 


यदि हम अपने परिकलनू को उन्हीं रूपान्तरणों तक सीमित रखें जिनके डिटमि- 
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नेन्‍न्ट -- 7 * केबराबर होते हैं (और निर्देशांक-तंत्रों के संतत परिणमनों से केवल 
यही प्राप्त हो सकते हैं) तो ५ निशचचर रहेगा। 

किन्तु केवल निश्चचर ही ऐसे रूप नहीं हैं जिनके द्वारा हम किसी विशिष्ट वरण से 
कार्तीय निर्देशांकों की स्वतंत्रता को व्यक्त कर सकते हैं । सदिश (४८८४०:$) तथा 
प्रदिश अथवा टेन्सर (८०४०७) भी इस कार्य के लिए उपयोगी अन्य रूप हैं। 
मान लीजिए कि हम इस बात को व्यक्त करना चाहते हैं कि चर निर्देशांक &, वाला 


बिन्दु सरल रेखा पर विचरण करता है। यहाँ-- 
किन ््ि घ्स््पू 2, 
%,, ८४,, १7 2+,, (४557, 2, 3) 


व्यापकता को सीमित किये बिना ही हम लिख सकते हैं कि--- 
5 2 ॥॥ 
यदि हम इन समीकरणों को £ ४ 


दें (समीकरण (34) और (5) से तुलना कीजिए ), तो हमें यह प्राप्त हो जायगा कि-- 
20 +- औ जन 5 2३3 


» से गुणा करके 2 के समस्त मानों,के लिए जोड़ 


५ ट 5 
जहाँ हमने संक्षेप के लिए 
५ इक ०५, 3, तथा 2 स्प्मः 05: 2). 


लिख दिया है। क्‍ 

ये समीकरण द्वितीय कार्तीय निर्देशांक-तंत्र 6१“ में सरल रेखाओं के समीकरण 
हैं। इनका रूप वही है जो प्रथम निर्देशांक-तंत्र [( के समीकरणों का था। अतः यह 
_ स्पष्ट है कि सरल रेखाओं की अभिव्यक्ति निर्देशांक-तंत्र से स्वतंत्र होती है। औप- 
चारिक रीति से यह इस तथ्य' पर आश्रित है कि (४ ,-2., )-72-,, ऐसी रांशियाँ 


है जो अन्तराल (५०८ के घटकों (००7770०07८7१४५) का रूप ले लेती हैं। प्रत्येक निर्दे- 


शांक-तंत्र के लिए निदिष्ट एवं अन्तराल के घटकों में रूपान्तरित होनेवाली तीनों 
राशियों की समष्टि 'सदिश” (ए८८८०) कहलाती है। यदि किसी सदिश के 


*इस प्रकार कार्तीय निरदेशांक तंत्र दो प्रकार के होते हैं जिन्हें दक्षिण-हस्त (0870-7#7460) ... 
तथा वाम-हस्त (८४-7%7060) तंत्र कहते हैं| इनमें क्या भेद होता है यह प्रत्येक भौतिकश्ञ को... 
तथा गत्येक इंजीनियर को ज्ञात है | यह बात बड़ी रोचक है"कि ज्यामिति के द्वारा इन दोनों क्रमों 
: को परिभाषा नहीं दी जा सकती । केवछ उनके गुणों की विपरीत॒ता ही प्रदर्शित हो सकती है | 
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तीनों घटक किसी एक कार्तीय' निर्देशांक-तंत्र में शून्य के बराबर हो जायें तो वे सभी 
अन्य कार्तीय निर्देशांक-तंत्रों में भी शून्य हो जायेंगे क्योंकि उपर्युक्त रूपान्तर-समीकरण 
समघाती (!707702:०70४७ ) हैँं। इस प्रकार सदिश की धारणा का अर्थ ज्यामितितीय' 
निरूपण के बिना ही हम समझ सकते हैं। सरल रेखा के समीकरणों का यह गुण यह 
कहकर व्यक्त किया जा' सकता है कि सरलरेखा के समीकरण एक-घात लम्बकोण 


रूपान्तरण के प्रति सहचर (०0-४०४79॥४ ) होते हैं । 
अब हम संक्षेप में यह दिखायेंगे कि कुछ ऐसी भी ज्यामितीय सत्ताएं होती हैं जिनसे 
टेन्सरों (॥'०४5075) की धारणाओं का जन्म हुआ है। मान छीजिए कि प० किसी 
द्विषाती पृष्ठ (5प:५०० ० 5८८०४व 0०7०८) का केन्द्र है, प उस पृष्ठ पर कोई 
बिन्दु है और निर्देशाक्षों पर अन्तराल प० प के प्रक्षेप (#एण;ुं०८४०7) $, हैं । 
तब उस पृष्ठ का समीकरण होगा-- 
267७४ 7 
आगे से इसमें और इसी प्रकार के अन्य समीकरणों में हम संकलन ($पर77779707 ) 
का चिन्ह » नहीं लिखेंगे, किन्तु यह ध्यान में रखना होगा कि जो दो संकेतांक 
770०5%) इस में लिखे गये हे उन दोनों के सब मानों के लिए संकलन करना होगा। 
अतः उस पृष्ठ का समीकरण लिखा जायगा-- 
हे पु 
किसी भी कार्तीय' निर्देशांक-तंत्र की अपेक्षा केन्द्र के निर्दिष्ट स्थान के लिए ये 
राशियां ४,५, उस पृष्ठ को पूर्णतः निर्णीत कर देती हैं। ८ » ते एक घात लूम्बकोण 
रूपान्तरण के ज्ञात नियम (3५) से हम ४, के लिए जो रूपान्तर-नियम प्राप्त करेंगे 


वे होंगे * 
” 5 8 


कं ० हे ०:७0 [7 £ ५ 
यह रूपान्तरण समघाती है और ४५ के लिए एकघाती है । इस रूपान्तरण के 
किट द्वितीय कोटि (7०7४६) के टेन्सर (7८5०7) के घटक कहलाते हैं 


नर ।' हे हि 
समीकरण ८ के का पु न के स्थान में (५) के अनुसार हम लिख सकते हैं 
और इससे उपयु क्त फल तुरन्त आप्त हो जायगा। 


के 


| 
हु पृ कण शाप पा 
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द्वितीय कोटि के इसलिए कि उसमें संकेतांक दो हैं । यदि किसी टेन्सर के समस्त घटक 
किद्भी एक कार्तीय' निर्देशांकतंत्र की अपेक्षा शून्य मान के हों तो वे अन्य किसी भी 
कार्तीय निर्देशांक-तंत्र की अपेक्षा भी शून्य मान के होंगे । उस द्विघाती-पृष्ठ का रूप और 
स्थान इस टेन्सर («) के द्वारा व्यक्त हो जाते हैं । 

उच्चतर कोटि के टेन्सरों में संकेतांकों की संख्या दो से अधिक होती है। उनकी 
परिभाषा वैरलेषिक रीति से दी जा सकती है। सदिशों को प्रथम कोटि के टेन्सर तथा 
निश्च रों (7727970) अथवा अदिशों ($८७/७7$) को शूत्यकोटि के टेन्सर 
समझना संभव भी है और राभदायक भी है। इस दृष्टि-कोण से, निरचरों के सिद्धान्त 
की समस्या यों प्रस्तुत की जा सकती है। दिये हुए टेन्सरों से नवीन टेन्सरों का निर्माण 
किन नियमों के अनुसार किया जा सकता है ? अब हम इन नियमों पर विचार करेंगे 
क्योंकि आगे चलकर हमें उनका उपयोग करना है। सबसे पहले हम टेन्सरों के केवल 
उन्हीं गुणों का विवेचन करेंगे जिनका सम्बंध एक ही निर्देशाकाश के एक कार्तीय-तंत्र 
से दूसरे में एकघात लम्बकोणीय रूपान्तरण से है। और इस विवेचन में अभी हम 
विमितियों ((077००४०७५) की संख्या # को अनिश्चित ही रखेंगे क्योंकि ये नियम 
इस संख्या पर आश्रित नहीं हैं। 

परिभाषा--यदि किसी ४-विभितीय निर्देशाकाश के प्रत्येक कार्तीय निर्देशांक- 
तंत्र में कोई वस्तु ५00 आदि # संख्याओं के द्वारा निदिष्ट होती हो (जहां 


“नच्संकेतांकों की संख्या है) तो ये संख्याएं «-वीं कोटि के टेन्सर के घटक होंगे यदि 
रूपान्तरण नियम निम्नलिखित हो--- 


हर [५9 // ४ ४ की ७ ४ । 6 # % + 0. ,,७ 30% 39 (7) 
टिप्पणी---इस परिभाषा से यह परिणाम निकलता है कि - 
ह 3 8.0; ०,... (8) 


_निश्चर होगा, यदि (8), (८), (770).. . . .सदिश हों । विछोमत: यदि यह 
ज्ञात हो कि (8), (८) आदि मनमाने सदिद्यों के लिए व्यंजक (८ह:०5्घंगा) 
(8) निशचर हो जाता है तो हम यह अनुमान कर सकते हैं कि (8) में टेन्सर के गुण 
विद्यमान हैं। ४] 

संकलन (94690०7) और व्यवकलन (5700:३८४०४ )--एक ही कोटि के 
टेन्सरों के अनुरूप (८०::०४००॥००४४४) घटकों को,जोड़ने, या घटाने से उसी कोटि 
का एक नवीन टेन्सर प्राप्त होता है -- 


(१ 
रा 


५2० 
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200 ०५७ < 8 % ७ हा मा की --- (9 


/72/ (१० (022 
इसका प्रमाण टेन्सर की ऊपर दी हुई परिभाषा से मिल जाता है।.._ 
गुणन «--वीं कोटि के एंक टेन्सर के समस्त घटकों को 8-वीं कोटि के दूसरे 

उेन्सर के समस्त घटकों को गुणा करने से एक नवीन टेन्सर («+-8)--वीं कोटि 
का प्राप्त होता है-- 
बल कप 2 अर क 0 ी (70) 
आकुंचन ( (207079८८४०॥ )--किसी »--वीं कोटि के टेन्सर में ग्रदि दो 
संकेतांक बराबर हो जाये, तो इस एक ही संकेतांक के लिए संकलन करने से (४-2 )- 
वीं कोटि का टेन्सर प्राप्त हो जाता है--- 


०,५००» » | समा >.80 ४० के $ & ढ़ लकी मल न की ॥ हि।। 
0. 9७ ॒ हि (० [०.१ व ' ) 
इसका प्रमाण यह है-- हे 
न्नन्0 03 328 ५३ हो 87% 
न कद) हे 
०५.8 0५) ' 3५89 0,,, | ०:०१ 


गणित की मूलक्रियाओं के इन नियमों के अतिरिक्त अवकलन (क्ररलिलाएं३- 
४०00) के द्वारा भी टेन्सरों का निर्माण हो जाता है--- 


० (५ आया मद हम लि 60० 


कक #$ की के 


9४ 892 ९ ] (92 
(८ 


इन सब नियमों के अनुसार क्रिया कर के किसी भी टेन्सर से एक-घात लूम्बकोणिक 
रूपान्तरण जात-नवीन टेन्सर बनाये जा सकते हैं। 

टेंसरों के संमितीय गुण ($ए77760ए 97707०07०४)--जिस टेन्सर में दो 
म्ंकेतांकों (४,9) के पारस्परिक प्रतिस्थापन से प्राप्त घटक बराबर हों वह ४७,» की 
अपेक्षा संभित ($५7777०:07८4 ) कहलाता है। जिसमें ऐसे घटक बराबर, किन्तु 
विपरीत चिह्नीय हों वह विषय संमित ($/:2ए-5५7777०८८८०) कहलाता है-- 
संमिति का प्रतिबंध ; . चचटी. 

(2.27 7५.१ 
विषम संमिति का प्रेतिबंध : _ ४.  का+--2ी 
० ३ (22 7(५? 

प्रसेय--संमिति और विषय संमिति के लक्षण निर्देशांकों के वरण पर आश्रित 
नहीं होते और यही इन लक्षणों के महत्त्व का कारण है। इस बात्न का प्रमाण टेन्सरों की 
परिभाषा से ही प्राप्त हो जाता है। 


| 
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विद्विष्ट टन्‍्सर (57०८9 ''८०5०75)--(7) समीकरण (4) की राशियां 
9... भी टेन्सर-घटक होती हैं (मौलिक टेन्सर ) । 


/ वनीजलनन« 
प्रसाण---यदि रूपान्तर समीकरण गत कह ( १8 2५8 


के स्थान में ७ 8 प्रतिस्थापित कर दिया जाय (जिसका मान »--ह होने पर 7 
0. 


के दक्षिण पक्ष में 
2 8 
और ०--9 होने पर ० होता है) तो 


2 ५9 तन 0, धर 0५% 


यदि समी० (4) में प्रतिकोम (77ए८४७८) प्रति स्थापन (5) का उपयोग किया 
. जाय तो अंतिम समीकरण का समर्थन स्पष्टत: प्रगट हो जायगा । 
(2) एक टेन्सर 0५० -« ऐसा होता है जो समस्त संकेतांक-युग्मों की अपेक्षा 


विषम-संमित होता है, जिसकी कोटि विमितियों की संख्या # के बराबर होती है और 


यदि ॥80 . . 723 -«- का सम ( ८ए८॥ ) अथवा विषम ( ०१० ) क्रमचय ( 9थ- 
77प्४00॥ ) हो तो इसके घटक क्रमशः +7 या --7 के बराबर होते हैं । इसको 
ऊपर प्रमाणित प्रमेय | 8, ७-८ 7 | (समी० 6) के द्वारा प्रमाणित किया जा सकता है। 
निरचरों के सिद्धान्त की प्रक्रियाओं के इन थोड़े-से सरल प्रमेयों में आपेक्षिकता- 
पूर्व भौतिकी के तथा विशिष्ट आपेक्षिकता सिद्धान्त के समीकरणों का निर्माण करने के 
लिए यथेष्ट सामग्री है। 
हम देख चुके हैँ कि आकाशीय सम्बंधों को निर्दिष्ट करने के लिए आपेक्षिकता-पूर्व 


भौतिकी में एक निर्देशवस्तु या एक निर्देशाकाश की आवश्यकता होती है और इसके 


अतिरिक्त एक कार्तीय निर्देशांक-तंत्र की भी आवश्यकता होती है। इन दोनों धारणाओं 
का समन्वय करके हम ऐसी धारणा बना सकते हैं कि कार्तीय निर्देशांक-तंत्र एक-एक 
मात्रक लम्बाई की छड़ों से निमित घनाकार जाल होता है। और इस जाल (7५776 
फ07£) के जाल-बिन्दुओं ([३६४८०८-००ा७ ) अर्थात्‌ प्रत्येक विभाग के कोण- 
बिन्दुओं के निर्देशांक पूर्णाक होते हैं। तब मौलिक अनुबंध 

७ ८2० + (५ ४.१ -+- 2 पक 88... 48% जे] 
से यह परिणाम निकलता है कि ऐसे दिक्‌ू-जाल ($[80०-३६४८८) के प्रत्येक विभाग या 
कोष (८८ ) की लम्बाई एक मात्रक के बराबर होगी। इसके अतिरिक्त काल का सम्बंध 
प्रगट करने के लिए एक मानक घड़ी (६087१970 ०० ८६) की भी आवश्यकता होती 
है जिसे हम कार्तीय निर्देशांक-तंत्र या निर्देश-जाल के मूलबिन्दु (०४877) पर रखी हुई 





6 0 ॥ 40८22 6 30 का 48 6 कक 3 कक ४8 


निकट ०. > कवर > अटल 
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मान सकते है। यदि किसी भी स्थान पर कोई घटना घटे तो हम उस घटना के लिए 
तीन निर्देशांक %, और एक समय / नियत कर सकते हैँ । यदि हमें मूल-बिन्दु पर रखी 


हुई घड़ी का वह समय ज्ञात हो जाय जो उक्त घटना का समक्षणिक (अं77प(8770005 ) 
हो। इस प्रकार हम दूरवर्ती घटनाओं की समक्षणिकता के विवरण में वस्तुनिष्ठ अभि- 
व्यक्ति (00]०८४४८ अंड्ां0४0०) की परिकल्पना बना लेते हैं यद्यपि अब तक 
हमारा काम केवल एक ही व्यक्ति के दो अनुभवों की समक्षणिकता से पड़ा था। जो भी 
हो, इस प्रकार निर्णति समय निर्देशाकाश में निर्देशांक-तंत्र की अवस्थिति (90भ्र0० 
पर आश्रित नहीं है और इसलिए वह रूपान्तरण-समीकरण (3 ) की अपेक्षा निश्चर है। 

यह मान लिया गया है कि आपेक्षिकता-पूर्व भौतिकी के नियमों को व्यक्त करने- 
वाला समीकरण-संघ भी यूक्लिडीय' ज्यामिति के अनुबंधों के समान ही रूपान्तरण (३ 
के प्रति सहचर (८०-५०४79770) है । इससे आकाद की समदिकृता (807709ए 
तथा समांगिता प्रगट होती है ।* 

इस दृष्टि-कोण से अब हम भौतिकी के कुछ अधिक महत्त्वपूर्ण समीकरणों पर विचार 
करग। 

किसी द्रव्य-कण की गति के समीकरण हैं--- 


44:५८ 
#8___ 2 ₹ <५,, »> ०. + ० + ० न ५ के # 7८4. 
क्‍ 4/4 
यहाँ (4४ ,) तो सदिश हैं और ६/ तथा फ निशचर हैं। अतः हक भी 
रा 
प बा से ं 4 2] 
सदिश है। ऐसे ही यह भी प्रमाणित हो सकता है कि (_ “2 ) भी सदिश हैं। साधा- 
धर 


* यदि आकाश में कोई वरिष्ठ ([77०0८८४८० ) दिशा होती तो भी भौतिकी के नियम इस 
प्रकार व्यक्त किये जा सकते थे कि वे रूपान्तरण (3) के प्रति सहचर रहते | किन्तु इस परिस्थिति 
में ऐसा व्यक्तीकरण अनुचित होगा | यदि भाकाश में कोंई वरिष्ठ दिशा होती तो निर्देशांक-तंत्र को उस 
दिशा की अपेक्षा किसी निश्चित रीति से अनुस्थापित कर देने से प्राकृतिक घटनाओं का विवरण सरल 
हो जाता ! विपरीत इसके यदि आकाश में कोई वरिष्ठ अथवा अनन्य (०:४०८९८) दिशा नहीं है तो 
यह तक संगत नहीं होगा कि प्रकृति के नियम इस प्रकार व्यक्त किये जाय॑ कि विभिन्न प्रकार से 
अनुस्थापित निदशांक-तत्रों की तुल्यताश्युप्त रह जाय | विशिष्ट तथा व्यापक आपेक्षिकता के सिद्धान्तों 
में इस इष्टि-कोण से हमारा साक्षात्‌ क्विर होगा । 


ऊ 
हे 


हे 


तु 
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रणतः काल-सापेक्ष अवकलन की क्रिया से टेन्सरीय लक्षण में कोई परिवर्तन नहीं होता । 
व; 


# के निशचर ( शूत्य-कोटि के टेन्सर ) होने के कारण, | # हा सदिश अथवा 
[£ 


अ्रथम कोटि का टेल्सर होगा (टेल्सरों के गुणन के प्रमेयानुसार)। यदि बछ (2) क्‍ 


में भी सदिश के लक्षण हों तो यही बात व्यवकलन हा क। _ऊ )। लिए भी 


है 44 


सही होगी। अतः गति के ये समीकरण निर्देशाकाश के अन्य किसी भी निर्देशांक-तंत्र 


की अपेक्षा भी मान्य हैं। जब बल संरक्षी (८0752:ए४८४०) हों तब तो ( 2.) में 


सदिशता का लक्षण बिना कठिनाई के पहचाना जा सकता है क्‍योंकि उस दशा में 
स्थितिज ऊर्जा $ का अस्तित्व होता है और यह केवल कणों की पारस्परिक दूरियों पर 


आश्रित होने के कारण निश्चर होती है। बल | क्‍त- के में सदिशता का गृण 
8 फ मु 


शून्य कोटि के टेन्सर के अवकलज अथवा व्युत्तन्न (0०४४०४८०८) सम्बंधी हमारे 


व्यापक प्रमेय' का परिणाम है। 


समी० (74) को प्रथम कोटि के टेन्सर वेग” (ए८००६9) से गुणा करने पर 


यह टेन्सर समीकरण प्राप्त होता है-- 
47: 42८ 


7 [4 
8--7]-- ४ | “जज ूू० 
44 7 वध 


आकुंचन करके अदिश ८ से गुणा करने पर हमें गतिज ऊर्जा का समीकरण मिल 
जाता है-- 


4 ०5. 0 
22 / 27 


..._ यदि आकाश में उस द्रव्यकण के तथा एक अचल बिन्दु के निर्देशांकों का अन्तर 
5, के द्वारा व्यक्त किया जाय तो £, सदिश लक्षणवाले होंगे। और स्पष्टत: 


42.0. 4६ 


फ्त -» पो होता ही है। अतः गति के समीकरण इस प्रकार छिखेजा 


सकते है-- 


पी 
हा 
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टू 
हम 
॥7 प्र | (७ 
इस समीकरण को &8 से गुणा करने पर यह टेन्सर समीकरण प्राप्त होता है। 
2 
४४६, 





-- ०५. स्प्र 
बे अप कक 


वाम पक्ष के टेन्‍्सर का आकुंचन करके और काल की अपेक्षा औसत मान निकालने 
पर हमें वीरियल प्रमेय ( शा» (7८०7०7 ) प्राप्त हो जाता है। किन्तु उसके 
विषय में हम और अधिक विचार नहीं करेंगे । संकेतांकों का पारस्परिक विनिमय 

0027८0972० ) करने के बाद घटाने से और तब सरलू-सा रूपान्तर करने से हमें 

घूर्णों का प्रमेय (००:८०) 0६ 77०7८708) प्राप्त होता है-- 

ढ (६) २ कर, ५ 5 एम 

इस प्रकार स्पष्ट हो जाता है कि सदिश का घर्ण सदिश नहीं होता, किन्तु टेन्सर 
होता है। विषम-संमिति के कारण इस संघ में १ के स्थान में केवल ३ ही स्वतंत्र समी- 
करण होते हूँ । 

त्रि-विमितीय आकाश में द्वितीय कोटि के विषम-संमित ट्च्सरों के स्थान में सदिश 
प्राप्त करने की संभावना सदिश 

न 20 6 पु 6 वछ 

के निर्माण पर निभेर है। द 

यदि हम द्वितीय कोटि के विषम-संमित टेन्सर को ऊपर बताये हुए विषम-संमित 
विशिष्ट टेन्सर ७ से गुणा करे और दो बार आकुंचन करें तो ऐसा सदिश प्राप्त हो जाता 


है जिसके घटकों के संख्यात्मक मान उसी टेन्सर के घटकों के मानों के बराबर होते हैं । 
ये तथाकथित अक्षीय सदिश (4:४9 ए८८४० ) हैं और इनका रूपान्तरण ४2» , के 





रूपान्तरण से भिन्न प्रकार का होता है। ये दक्षिण-हस्त संघ से वाम-हस्त संघ में 
रुपान्तरित हो जाते हैं। द्वितीय कोटि के विषम-संमित टेन्सर को त्रि-विभितीय 
आकाश का सदिश समझने में उसके स्वरूप को मूर्त करने का छाभ तो अवश्य है, किन्तु 
ऐसा करने से निर्दिष्ट राशि क? यथातथ स्वरूप इतना स्पष्ट नहीं होता जितना उसे 
टेन्सर समझन से होता है।. 


हर 





$ 
-च 














१८ आपेक्षिकता का अभिप्राय 


इसके बाद हम एक संतत माध्यम ( ८०ाए्शप०प७४ 77०तींप्राए) के गति- 
समीकरणों पर विचार करेंगे। मान लीजिए कि घनत्व / है, निर्देशांकों तथा समय के 
फलनों के रूप में वेग के घटक ४, हैं, आयतन-बल प्रति मात्रक द्रव्यमान > हैं और 


जिस पृष्ठ पर ०-अक्ष अभिलूस्बित है उस पर वर्धमान &, की दिशा में प्रतिबढ 


(87765525) ४, है। तब न्यूटन के नियमानुसार गति के समीकरण होंगे-- 


व; ११, 


नाम नम मत... ;नाम वन्‍मशम्णककाक, 


व रा 02% 
(0३ 





पे १), 





इनमें गा उस कण के त्वरण हैं जिसके निर्देशांक समय / पर ४, हों। यदि इस 
रध। 

त्वरण को हम आंशिक अवकछ-ग॒णांकों के द्वारा व्यक्त करें तो £ से भाग देने पर यह 

समीकरण प्राप्त होगा--- 


0४, 89 02 
2 है //8% ३ 
धाम न 2 23 अल जल जल /८4 अल चल स««««८म««मन...3.अननन-ननल«ंनन-न-न«ममाभ न कस कस... के # | कक के है 6 
0/. 09% 06. ९ 8» £र हा 
0 0 


अब हमें यह दिखाना है कि इस समीकरण की सत्यता कार्तीय' निर्देशांक-तंत्र के 


नहीं 0॥ 
किसी विशिष्ट वरण पर आश्रित नहीं है। | ”,, | सदिश है। अतः _ ? भी 
0/ 
0४, 08, 
सदिश है। के जुड द्वितीय: कोटि का टेन्सर है और हर तृतीय कोटि का टेन्सर 
0 दे णः द 
है। वामपक्ष का द्वितीय पद संकेतांक ०, य में आकुंचन करने से प्राप्त होता है। दक्षिण 
पक्ष के द्वितीय पद का सदिश लक्षण तो स्पष्ट ही है। दक्षिण पक्ष के प्रथम पद को भी 
सदिश बनाने के लिए यह आवश्यक है कि /£,,० “सर हो और तब अवकलन और 
१९, 0 ह रे मे 
हा आज होता है वह सदिश होता है। इसे व्युत्कम अदिश हा 
90% ५. ( 


गुणा करने पर भी वह सदिश ही रहता है। /# ले टेन्सर है और इस कारण वह समीकरण 


आकुंचन से जो 


| 


/ फ् 6 [0 ०,8 £ ०) ८ 





आपेक्षिकता-पूर्व भौतिकी में आकाश और काल १९ 


के द्वारा रूपान्तरित होता है। इस बात को यांत्रिकी में किसी अनन्त सूक्ष्म चतुष्फलक 
(६८::०7०6707 ) पर इस समीकरण का अनुकलन करके प्रमाणित किया गया है। 
वहीं किसी अनन्त सूक्ष्म समान्तर फलछकी (92727[००[79८००० ) पर घूर्णो के प्रमेय 
का उपयोग करके यह भी प्रमाणित किया गया है कि 200 अर इसलिए 


प्रतिबल का टेन्सर संमभित होता है। अब तक जो कुछ कहा गया है उससे यह परिणाम 
निकलता है कि ऊपर बताये हुए नियमों के अनुसार यह समीकरण आकाश में लम्ब- 
कोणिक रूपान्तरणों के प्रति सहचर है (घूर्णनिक रूपान्तरण ) । और इस समीकरण को. 
सहचर बनाने के लिए जिन नियमों के अनुसार रूपान्तरण होना चाहिए वे भी 





स्पष्ट हो जाते हैं। 
_सांतत्य-समीकरण (८वबृपथपं०णा ० ८णापंग्पांपए ) 
4 (०४ 
9 
2 न स्स्स्ल 6, $ क + # क # ४७ से # के के के को के # | के के कक के को 77) 
धरा 42८ 


के सहचरत्व सम्बंधी विवेचन की उपर्युक्त कथन के बाद कोई आवश्यकता नहीं रह 
जाती । 
जो समीकरण द्रव्य के गुणों पर प्रतिबलल के घटकों का आश्रयत्व व्यक्त करते हैं 


उनके सहचरत्व की भी हम परीक्षा करेंगे और सहचरत्व के प्रतिबंधों की सहायता से 
संपीडय (८07777०5अं9०) तथा श्यान (ए$८००४5५) तरल पदार्थ ( गएं0 
के लिए ऐसे समीकरणों का निर्माण करेंगे। यदि हम श्यानता को उपेक्षणीय समझ 
ले तो दाब (77०5577८) अदिश होगा और वह केवल तरल के घनत्व तथा टेम्परेचर 
पर ही अवलंबित होगा । अतः: प्रतिबल-टेन्सर में उसका अंशदान स्पष्टत: 

कि 


होगा जिसमें 0, हे विशिष्ट संमित टेन्सर है। श्यान तरल के लिए भी यह पद 


विद्यमान रहेगा, किन्तु ऐसी दशा में कुछ दाबमूलक पद भी उपस्थित रहेंगे और ये ४, 
के आकाशिक व्युत्पन्नों पर आश्रित होंगे। हम यह मान लेंगे कि यह आश्रय रैखिक 
अथवा एकघाती है। ये पद अवश्य ही संमित टेन्सर होंगे। अतः समीकरण में 
निविष्ट पद केवल 


08, 0/,, 08, 
मे है 95%. हक ॥2४ 89% 
शा. #+ 














२० आपेक्षिक्ता का अभिप्राय 


08 
ही रहेंगे क्योंकि हल अदिश है। भौतिक कारणों से (अर्थात्‌ स्खरून, 9708 
न ० ह 


के अभाव में ) यह मान लिया गया है कि सब दिशाओं में संमित प्रसारों के लिए 


अर्थात्‌ जब 
00, 98, 08, 0%. 
ना बच+-+ उ+्5 -+ तथा -८ न्ल्म्य 
9, 59, 55, तथा .( इत्यादि 


हों तब कोई घर्षण-बल (£77८007%| £07००) विद्यमान नहीं रहता। इससे यह 


॥।$ 


5 90॥ 
परिणाम निकल आता है कि 8 ++-- रुप) यदि केवल 'रक्य का मान ही शून्य से भिन्न 
है 


09 
हो तो मान लो कि ४,, 5८ --» पे और इससे « निर्णीत हो जायगा। तब संपूर्ण 
का पु 
प्रतिबल-टन्सर हो जायगा। 


ट 0 
0 9 ७ + 


8, 0 --१ न कम अरे 3प नि 
(2 (78 95% कट 
2 0 [६ 


08. 0890, 07 
9 | 2 । 3 ५०० [0 
3६ 5:, 89%, 9; ) ४2 | पे 


आकाश की समदिक्ता (अर्थात्‌ समस्त दिशाओं की एकसमानता) से निदचरों 

के जिस सिद्धान्त का उद्भव होता है उसका अनुसंधान कार्य के लिए क्या महत्त्व है यह 
इस उदाहरण के द्वारा स्पष्ट हो जाता है। 

.. अन्त में हम मैक्‍्सवेल (५७८) के समीकरणों के उस रूप पर विचार करेंगे 

जिसकी भित्ति पर लोरेन्ट्ज़ ([,07८7८८) के इलैक्ट्रान-सिद्धान्त की स्थापना हुई है। 

00 _09५ _7 0८ 

08, 89% ८6 ४७ ८ 


9॥, कर 0॥, हि! 0०, कु 0, 

पर अमल निकल या 

02%, 0», | ८ 07 ८ * ५ के 9 + ७ # ७ #७ के के के #॥ के के (79) 
0८, कद 9८, । 0८, मर हि 

90% 02%, 0. ! 








२१ 








व _ 02८ __. ०, ] 

80% - 02, “ -“€ 0: 

22) ली 0८ >> बाल ०५ [ 

92 02, ८ 8/ कक कह कल व कक आज 20] 
0॥ _ 09 | 95 __. 

०0%, 02५ 02८4 


यहाँ 7 सदिश है क्योंकि' परिभाषा के अनुसार विद्युत्‌ के घनत्व को विद्युत के 
सदिश वेग से गुणा करने से धारा-घनत्व / प्राप्त होता है। प्रथम तीन समीकरणों से 
स्पष्ट हो जाता है कि ८ को भी सदिश समझना होगा । किन्तु तब £ सदिश नहीं समझा 
सकता। * किन्तु यदि हम 4 को द्वितीय कोटि का संमित टेन्सर मान लें तो इन समी- 
करणों का अर्थ आसानी से समझ में आ सकता है। अतः हम #,, ॥,, /, के स्थान में 
क्रमश: ॥,,, 8,,, #,५ लिख देंगे। # टेन्सर की विषम-संमिति को ध्यान में रखकर 


79) तथा (20) के प्रथम तीन समीकरणों को यह रूप दिया जा सकता है--- 








ह | 
9 ' के । हा त॒, 
जी हा मसलन ४७७७४ 7 + के क # कक के + + + 
0.८ ८ 0४ ८ [2 न 
| 
8९ 0९ 8॥ 
या अ  क6 (209 ) 
02 92% ८ 0/ 
9 ( 


८ से तुलना करने पर £ में यह विसदृशता दिखाई देती है कि उसमें संमिति उसी प्रकार 
की है जैसी कि कोणीय वेग में होती है। अब अपसरण-समीकरणों (+एशए०१८० 
८0१७०४०075$ ) का रूप यह हो जायगा--- 

0 5५; | 


न अनिनान+ 
ीनलगनीा न्नि न] 





$ 


कं क के के क क्ः के तू क शी भा का हा कं का ( है| कक |] 
0४ ह 
9 


. £ इस प्रकार के विवेचन के द्वारा पाठक टेन्सरीय प्रक्रियाओं से परिचित हो सकेंगे और 
इसके लिए उन्हें चतुविमितीय प्रतिपादन की कठिनाइयों का सामना नहीं करना पड़ेगा और तब 
विशिष्ट आपेक्षिकता के सिद्धान्त के ऐसे «ही विवेचन में क्षेत्र के मिनकाउस्की (70 फशेस ) 
प्रणीत निवेचन में भी कठिनाई बहुत कम मालूम पड़ेगी । 














श्र 





#,, .. %,, ०, 
न ब्ड [| कैक४ कलम कक कक ् के ह ] ] कक क्र ॥॥ के दे न हर 
0४, 0 हे 90% ( 205) 











अंतिम समीकरण तृतीय कोटि का विषम-संमित टेन्सर-समीकरण हैं। ४ की 
242 


विषम-संमिति पर ध्यान देने से प्रत्येक संकेतांक-युग्स के लिए इस समीकरण के वामपक्ष 
की विषम-संमिति आसानी से प्रमाणित हो सकती है । यह संकेतन पद्धति (770:8000 

अधिक स्वाभाविक है और प्रचलित पद्धति की तुलना में इसमें. विसदृशता यह है 
कि चिह्न-परिवर्तन के बिना ही दक्षिण-हस्त तथा वाम-हस्त दोनों ही प्रकार के कार्तीय 


तंत्रों में इसकां उपयोग हो सकता है। 











द्वितीय अध्याय 


विशिष्ट आपेक्षिकता का सिद्धान्त 
पृछ& परकलणछए ० $5९टांग 7२९०४४7४४ ) 


परिदृढ वस्तुओं की संस्थिति (८0778प7०7०7 ) सम्बंधी पूर्वोक्त विवेचन 

इस परिकल्पना पर आश्रित है कि चाहे यूक्लिडीय' ज्यामिति सत्य हो या न हो, 
आकाश की सभी दिशाएँ और कार्तीय निर्देशांक-तंत्र की समस्त संस्थितियाँ भौतिकीय 
दृष्टि से तुल्यरूपी ( ८१प्ंए४००८ ) हैं। हम इसे “दिशा सम्बंधी आपेक्षिकता 
का नियम” कह सकते हैं और यह बताया जा चुका है कि इस नियम के द्वारा 
टेन्सर-कलन ( ८०/८पाप5 ० ४०८०507$ ) की सहायता से प्राकृतिक नियमों के 
समीकरण किस प्रकार प्राप्त किये जा सकते हैं। अब हम इस बात पर विचार 
करेंगे कि निर्देशाकाश की गति की अपेक्षा भी कोई आपेक्षिकता होती है या नहीं अर्थात्‌ 
क्या कोई निर्देशाकाश ऐसे भी होते हैं जो एक दूसरे की अपेक्षा गतिमान्‌ होने पर भी 
भौतिकीय दृष्टि से तुल्यरूपी हों। यांत्रिकी दृष्टि से तो ऐसा मालूम होता है कि तुल्य 
रूपी निर्देशाकाशों का अस्तित्व है, क्योंकि पृथ्वी पर किये गये प्रयोगों के द्वारा इस बात 
का जरा भी पता नहीं चलता कि हम लगभग 30 किलोमीटर प्रति सेकंड के वेग से सूर्य 
की परिक्रमा कर रहें हैं। किन्तु दूसरी ओर, यह भौतिक तुल्यरूपिता निर्देशाकाशों 
की मनमानी ( ४:7०0०५79 ) गति के लिए सत्य नहीं जान पड़ती क्‍योंकि एकसमान 
वेग से चलनेवाली रेलगाड़ी में यांत्रिक घटनाओं पर जो नियम लागू होते हैँ वे झटकों 
]०७ ) के साथ ( असमान वेग ) से चलनेवाली रेलगाड़ी की घटनाओं पर 
लाग्‌ नहीं होते। पृथ्वी-सापेक्ष गति-सभीकरणों के लिखते समय पृथ्वी के घूर्णन' का 
ध्यान रखना ज़रूरी है। अतः ऐसा मालम होता है कि कुछ कार्तीय निर्देशांक-तंत्र 
तथाकथित अवस्थितित्वीय' तंक 77८709| $५५४:८०॥७ ) ऐसे होते हैं जिनकी 
अपेक्षा यांत्रिकी के नियम (अधिक व्यापक दष्टि से भौतिकी के नियम) सरलतम रूप 
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में व्यक्त किये जा सकते हैं। हम निम्नलिखित प्रमेय की सत्यता की संकल्पना कर सकते 
हैं। यदि 7 कोई अवस्थितित्वीय तंत्र हो तो /£ की अपेक्षा एकसमान (एर0िएण) 
वेगवाली घूर्णनहीन गति से चलनेवाला कोई अन्य तंत्र #” भी अवस्थितित्वीय तंत्र 
होगा और प्रकृति के नियम सभी अवस्थितित्वीय तंत्रों के लिए एक-से रहेंगे। इस 
वक्तव्य को हम विशिष्ट आपेक्षिकता का नियम” ( एएए्लंए० 6 ऋत्ठंतर| क्‍ 
कलापसाए ) कहेंगे। स्थानान्तरण की आपेक्षिकता” (उर्लग्पंणाए ० 
४:275४9000 ) के इस नियम से हम कतिपय निष्कर्ष निकालेंगे, ठीक उसी प्रकार जैसे' 
पहले दिशा की आपेक्षिकता से निकाल चुके हैं । 

ऐसा करने में समर्थ होने के लिए हमें निम्नलिखित समस्या को पहले हल करना 
चाहिए। यदि किसी अवस्थितित्वीय तंत्र की अपेक्षा हमें किसी घटना के कार्तीय 
निर्दशांक & और उसका समय / ज्ञात हों तो &/ तंत्र की अपेक्षा एक समान वेग से 


चलनेवाले किसी अन्य अवस्थितित्वीय तंत्र #* में उसी घटना के निदेशांक रा, तथा. 


समय / का परिकलन किस प्रकार कर सकते हैं ? आपेक्षिकता-पूर्व भौतिकी में इस' 
समस्या को हल करते के लिए दो परिकल्पनाएं अनजाने में ही बना ली गयी थीं --. 

(१) काल निरपेक्ष (20$0006) होता है। यदि €” तंत्र की अपेक्षा किसी 
घटना का समय £ हो तो /8” तंत्र की अपेक्षा भी उसका समय' ४ उतना ही होगा (अर्थात्‌ 

४) । यदि तात्क्षणिक (॥75:४7:22९०७५) संकेत बहुत दूर तक भेजे जा सकें और 
हमें यह ज्ञात हो कि घड़ी की चाल ( 7४८८ ) पर उसकी स्थानान्तरण-गति का कोई 
प्रभाव नहीं पड़ता तब तो इस संकल्पना का भौतिक सत्यापन' हो सकता है। क्योंकि 
तब बहुत-सी बिलकुल एक-सी घड़ियों की चार को तथा उनमें प्रदर्शित समय को 
बिलकुल बराबर समंजित करके उन्हें (8 तथा ६“ तंत्रों के विभिन्न स्थानों पर इस प्रकार 
रख दिया जा सकता है कि वे उन तंत्रों की अपेक्षा वहीं स्थिर रहें और उनमें प्रदर्शित 
समय' उन निर्देशांक-तंत्रों की गति से स्वतंत्र हों और तब किसी भी घटना का समय 
उसके अत्यन्त निकट रखी हुई घड़ी के द्वारा ज्ञात हो जायगा। 

(२) लम्बाई भी निरपेक्ष होती है। यदि किसी ९“ तंत्र की अपेक्षा अचल अन्तराल' 
की लम्बाई $ हो तो इसी तंत्र की अपेक्षा गतिमान तंत्र १” में भी उस अन्तराल की. 
लम्बाई & उतनी ही होगी (अर्थात्‌ ३७-5४) । द 

यदि 8 तथा [#” के अक्ष समान्तर हों तो इन'दो संकल्पनाओं पर आश्रित सरल 
परिकलन के द्वारा ये रूपान्तर-समीकरण प्राप्त होंगे--- द 
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५ 
5६ कं न्‍ाध +ौी 4 | 
५9 2 /र ९ किक 27 ) 


[-- 8 
यह रूपान्तरण गलीलीय ( (७०८०० ) रूपान्तरण कहलाता है। इसका काल- 
सापेक्ष अवकलन दो बार करने पर यह परिणाम निकलेगा--. 
445८7 4:2८ 
॥2॥ 


44 2 





इसके अतिरिक्त दो समक्षणिक (आं77णॉ८०००४५) घटनाओं के लिए निम्नलिखित 
४६, 8 0 5, (2) 








6 स्‍ 2) 
: की (!)_ ४ ( 


समीकरणों का वर्गीकरण करके जोड़ने से उन' दो बिन्दुओं के बीच की दूरी की 


निश्चरता प्रगट हो जाती है। 


3 मल 8 | 2) 
2८ ल्‍। )-- 2८ डे 5 2५ 


और इससे गलीलीय रूपान्तरण (27) के प्रति न्‍्यूटन के गति-समीकरणों का 
सहचरत्व भी आसानी से प्रमाणित हो जाता है। अतएवं यह निष्कर्ष निकाला जा सकता 
है कि यदि माप-दंडों और घड़ियों के सम्बंध में उपर्युक्त दोनों परिकल्पनाएँ स्वीकार 
कर ली जायेँ तो चिरप्रतिष्ठित ( ८०9५5४८४ ) यांत्रिकी में और विशिष्ट आपेक्षिकता 
के सिद्धान्त में कोई विरोध नहीं रहता। 

किन्तु स्थानान्तरण की आपेक्षिकता को गलछीलीय रूपान्तरण पर आश्वित करने 
का यह प्रयत्न असफल हो जाता है जब हम इसका उपयोग विद्युत्‌-चुम्बकीय घटनाओं 
के लिए करते है। मैक्सवैल-लोरेन्ट्ज के विद्युतू-चुम्बकीय समीकरण गलीलीय रूपान्त- 
रण के प्रति सहचर नहीं होते । विशेषतः (27 ) से यह प्रगट होता है कि यदि किसी 
प्रकाश-किरण का वेग टिं-तंत्र की अपेक्षा ८ हो तो 6“-तंत्र की अपेक्षा उसका वेग 
कुछ दूसरा ही होगा और उसका मान उस किरण की दिशा पर भी निर्भर होगा। अतः 


अपने भौतिक गुणों की दृष्टि से निर्देशांक-तंत्र हैं. में कुछ ऐसी विशिष्टता विद्यमान है 


जो इसकी अपेक्षा गतिमान अन्य निर्दशाकाशों में नहीं है (अचल ईथर--+8४:४70727ए 
८(१८८:) । किन्तु समस्त प्रयोगों से यही प्रगट हुआ है कि यदि पृथ्वी को निर्देश- 
वस्तु माना जाय तो उसके सापेक्ष विद्युत-चुम्बकीय तथा प्राकाशिक घटनाओं के विवरण 
पर पृथ्वी की स्थानान्तरण गति'का कुछ भी प्रभाव नहीं पड़ता। ऐसे प्रयोगों में 
माइकेलसन और मोरले ( )७८०॥०४०० «यर्व )/०४०५ ) के प्रयोग का महत्त्व 
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अधिकतम है। मैं समझता हूं कि इनसे सभी परिचित हैं। अतः विद्युत-चुम्बकीय 
घटनाओं के लिए भी विशिष्ट आपेक्षिकता के सिद्धान्त की सत्यता के विषय में शंका 
का कोई स्थान नहीं रह जाता । 

दूसरी ओर, गतिमान पदार्थों की प्राकाशिक समस्याओं के स्पष्टीकरण में मैक्स- 
बैल-लोरेन्टूज समीकरणों की सत्यता भी अच्छी तरह प्रमाणित हो चुकी है। प्रकाश- 
विपथन (४००:7०707 ), गतिमान माध्यमों में प्रकाश-संचरण (फ़ीजो--2८4८), 
और तारा-्युम्मों में प्रेक्षित घटनाओं (डी-सिटर--2०-9::४7) का संतोषजनक 
स्पष्टीकरण किसी भी अन्य सिद्धान्त के द्वारा संभव नहीं हुआ हैं। अतः मेंक्सवैल- 
लोरेन्ट्ज़ समीक रणों के इस परिणाम को प्रमाणित मानना ही पड़ेगा कि शून्याकाश में 
प्रकाश-संचरण का वेग सदेव ० ही होता है--कम से कम एक विशिष्ट अवस्थितित्वीय 
निर्देशांक-तंत्र की अपेक्षा । विशिष्ट आपेक्षिकता के सिद्धान्त के अनुसार हमें इस नियम 
की सत्यता को प्रत्येक अवस्थितित्वीय तंत्र के लिए भी स्वीकार करना पड़ेगा। 

इन दोनों नियमों से अन्य निष्कर्ष निकालने से पहले काल” तथा विग” सम्बंधी 
धारणाओं की भौतिक अभिव्यक्तियों की आलोचना कर लेना आवश्यक है। जैसा कि 
हम बता चुके हैं, किसी भी अवस्थितित्वीय-तंत्र की अपेक्षा निर्देशांक परिदृढ़ वस्तुओं की 
सहायता से सम्पन्न रचनाओं (००05070८४०78 ) और मापनों (77०4४प्थया०ा५8) 
के द्वारा भौतिक विधि से निर्णीत किये जाते हैं। काल-मापन' के लिए हम ने मान लिया 
है कि एक घड़ी (7 किसी स्थान पर +-तंत्र की अपेक्षा अचल अवस्था में रखी हुई 
है। किन्तु इस घड़ी के द्वारा हम ऐसी घटना का समय निश्चित नहीं कर सकते, 
जिसकी इस घड़ी से दूरी उपेक्षणीयः न हो क्योंकि ऐसे कोई भी तात्क्षणिक संकेत 
उपलब्ध नहीं हैँ जिनके उपयोग से हम घटना के समय और घड़ी के' समय की तुलना 
कर सकें। किन्तु काल की परिभाषा को पूर्ण बनाने के लिए हम शून्याकाश में प्रकाश 
के वेग की नियतता (०078:470८ए) के नियम का उपयोग कर सकते हैँ। मान 
लीजिए कि ४-तंत्र के विभिन्न बिन्दुओं पर बिलकुल एक-सी घड़ियाँ रखी हुई हैं जो 
ह-तंत्र की अपेक्षा अचल हैं और जो निम्नलिखित योजना के अनुसार समंजित कर ली 
गयी हैँ । जिस क्षण पर कोई एक घड़ी (0,, समय ४,, दिखलाती है, ठीक उसी क्षण 
पर वहाँ से एक प्रकाश-किरण किसी दूसरी घड़ी (7, की तरफ़ भेजी जाती है जो वहाँ 
से #,.,, की दूरी पर रखी हो | इस घड़ी को इस प्रकार समंजित कर दिया जाता है कि 





जिस क्षण पर वह किरण ए, पर पहुँचे उस क्षण पर यह घड़ी /, ८5 /,, +- ना का 


री 
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समय' दिखलावे ।* प्रकाश-वेग की नियतमानता (८०75:४7८ए) का नियम तब 
यह प्रगट करता है कि घड़ियों के ऐसे समंजन से किसी प्रकार की अन्योन्य विपरीतताएँ 
उत्पन्न नहीं होंगी । इस विधि से समंजित घड़ियों के द्वारा हम उनके निकटवर्ती घट- 
नाओं का समय' निर्घारित कर सकते हैँ । यह स्मरण रखना आवश्यक है कि काल की 
इस परिभाषा का सम्बन्ध केवल अवस्थितित्वीय तंत्र (९ ही के साथ है, क्योंकि हमने 
इसी तंत्र की अपेक्षा अचल .घड़ियों के संघ का उपयोग किया है । आपेक्षिकता-पूर्व 
भौतिकी में काल के सम्बन्ध में निरपेक्षता की (अर्थात्‌ अवस्थितित्वीय तंत्र के वरण से 
काल की स्वतंत्रता की ) जो संकल्पना की गयी थी उसका निगमन (6०तैंपघ८४०7० ) 


इस परिभाषा में से किसी तरह भी चहीं हो सकता । 


आपेक्षिकता के सिद्धान्त पर बहुधा यह आक्षेप किया जाता है कि उसमें किसी 
सार्थक युक्ति के बिना ही प्रकाश-संचरण को केन्द्रीय सैद्धान्तिक स्थान दिया गया है 
क्योंकि उसमें काल की धारणा का प्रकाश-संचरण के नियम की भित्ति पर ही निर्माण 
किया गया है। किन्तु परिस्थिति बहुत-कुछ निम्न प्रकार की है। काल को धारणा 
को भौतिक अभिव्यक्ति देने के लिए कुछ ऐसी प्रक्रियाओं की आवयकता है कि जिनके 
द्वारा विभिन्न स्थानों के बीच में सम्बन्ध स्थापित किये जा सकें। काल की' ऐसी 
परिभाषा के लिए जिन प्रक्रियाओं को पसंद किया जाय वे कसी हैं यह बात महत्त्वपूर्ण 
नहीं है । किन्तु यह सिद्धान्त के हित में होगा कि हम ऐसी प्रक्रियाओं को ही चुनें जिनके 
विषय में हमें निश्चित रूप से कुछ-न-कुछ ज्ञात हो । और मैक्सवैल तथा लोरेन्ट्ज 
के अनुसन्धानों की कृपा से अन्य किसी भी विचारणीय प्रक्रिया की अपेक्षा शून्याकाश 
में प्रकाश-संचरण के विषय में हमारा ज्ञान बहुत अधिक है । 

इन सब बातों से स्पष्ट हो जाता है कि आकाश और काल सम्बन्धी राशियों की 
अभिव्यक्ति केवछ काल्पनिक नहीं है, किन्तु उसमें भौतिक वास्तविकता भी है। 
विशेषतः यह बात उन समस्त अनुबंधों (४८०४०॥) पर लागू है जिनमें निर्देशांक (००- 
074720८) तथा समय' निविष्ट होते हैँ, यथा अनुबंध (२१) । इसलिए यह प्रश्न 
उठाना अनुचित नहीं है कि वे समीकरण सत्य हैं अथवा नहीं और किसी एक 


* बस्तुत:, समक्षणिकता ( $770/97८ ४० ) की परिभाषा पहले बहुत कुछ निम्नलिखित 

.. रीति से कर देता अधिक सही होगा। -तंत्र में & तथा 0 बिन्दुओं पर होनेवाली दो धव्नाएं 

 समक्षणिक तभी समझी जायेंगी जब अन्तराल 2४ के मध्य-विन्दु ७४ से प्रेक्षण करने पर दोनों 

एक ही क्षण पर दिखाई दे | तब समय की परिभाषा यह हो सकती है, <-तंत्र में रखी हुई एक 
गी अचल घड़ियों से जो समक्षणिकश्सचनाएं प्राप्त होती हैं उन्हीं की समष्टि की 'समय” कहते हैं 
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अवस्थितित्वीय तंत्र # से उसकी अपेक्षा गतिमान किसी अन्य तंत्र ए में रूपान्तरण 
करने के यथार्थ समीकरण कौन से हैं ? यह प्रमाणित किया जा सकता है कि प्रकाश- 
वेग की नियतमानता के नियम तथा विशिष्ट आपेक्षिकता के सिद्धान्त के द्वारा इस _ 
प्रइन का समाधान अनध्य रूप से हो जाता है । 


इस उद्देश्य की पूर्ति के लिए हम यह मान लेंगे कि दो अवस्थितित्वीय निर्देशांक- 
तंत्रों (8 तथा “) की अपेक्षा आकाश तथा काल की भौतिक अभिव्यक्ति वही है जो 
पूर्व वणित विधि से प्राप्त होती है। अब मान लीजिए कि *-ंत्र के किसी बिन्दू 
प, से शून्याकाश में चलकर एक प्रकाश किरण किसी अन्य बिन्दु प, पर पहुँचती है। 
यदि इन दोनों बिन्दुओं के बीच में नापी हुई दूरी # हो तो प्र काश-पंचरण निम्नसमी- 
करण को आवश्यक रूप से सन्तुष्ट करेगा--- 

# ८ 0. ४४ ५०७, 
यदि इसका वर्ग करके उसमें /? को निर्देशांकों के अंतर ५ ८, के द्वारा व्यक्त कर 
दें तो' इस समीकरण के स्थान में हम लिख सकेंगे कि--- 

2 (25 ५ बल 207) हल 522 क ४०७ >3४ हर कक 22) 


यह समीकरण ९-तंत्र की अपेक्षा प्रकाश-वेग की नियतमानता के नियम का ही 
गणितीय रूप है। प्रकाश-किरण का उत्सर्जन करनेवाले उद्गम में चाहे जैसी भी 
गति क्‍यों न हो, इस समीकरण का सनन्‍्तुष्ट होना आवश्यक है। 

अब यदि हम इसी उपर्युक्त प्रकाश-संचरण पर /१“- तंत्र की दृष्टि से विचार करें 
तो प्रकाश-वेग की नियतमानता का नियम फिर भी सही होना चाहिए । अतः #४- 
तंत्र की अपेक्षा उसका समीकरण होगा 


४ (७०,)-०(७४)१०० ... ... ... ... ... एवम 


£ से #” में रूपान्तरण करने के लिए रूपान्तर-समीकरण ऐसे होने चाहिए जो समी- _ 
करण (22) और (229) में पारस्परिक सांगत्य स्थापित कर सकें । ऐसा कर सकते 
_ वाले रूपान्तरण को हम लोरेन्ट्ज-रूपान्तरण' कहेंगे । 

इन रूपान्तरणों का विस्तृत विवेचन करने से पहले हम आकाश और काल के 
सम्बन्ध में कुछ व्यापक बातें कह देना चाहते हैं। आपेक्षिकता-पूर्व भौतिकी में आकाश 
ओर काल को भिन्न तथा स्वतंत्र सत्ताएँ समझा जाता था। समय की अभिव्यक्ति 
और गणना निर्देशाकाश के वरण या चुनाव पर आश्रिर्त नहीं थे । किन्तु न्यूटनीय यांतिकी 
निर्देशाकाश की दृष्टि से आपेक्षिक थी । अतः इस प्रक/र के कथन का कोई वस्तुनिष्ठ 




















विशिष्द आपेक्षिकता का सिद्धान्त २९ 


(अर्थात्‌ निर्देशाकाश से स्वतंत्र) अर्थ नहीं था कि एक ही स्थान पर दो असम- 
क्षणिक (707-आ7पर:7८०0७५) घटनाएँ घटित हुईं। किन्तु इस आपेक्षिकता 
के सिद्धान्त के निर्माण में कोई उपयोग नहीं किया गया । आकाश के बिन्दुओं की 
और उसी तरह काल के क्षणों की भी चर्चा इस प्रकार होती थी मानों वे निरपेक्ष 
सत्ताएँ हों । इस बात का किसी को ध्यान भी न आया था कि वास्तव में चार 
संख्याओं (४, , », , ४, , /) द्वारा निर्दिष्ट घटना ही दिकू-कालः ($940०-77776) 
के निर्धारण के लिए मौलिक अवयव होती है। प्रत्येक घटना में सदेव एक 
चतुविमितीय सांतत्यक ([7प्रा-वींफलाअंणा॥ं ००7४7८८7०) की धारणा निहित 
रहती थी, किन्तु आपेक्षिकता-पूर्व काल की निरपेक्षता ने इस बात को ऐसा छिपा रखा 
था कि हम उसके अस्तित्व से परिचित नहीं हो सके । काल की निरपेक्षता और 
विशेषतः समक्षणिकता की परिकल्पताओं का त्याग करते ही दिक्‌ू-काल की धारणा 
में चतुविमितीयता तुरन्त प्रगट हो गयी । भौतिक वास्तविकता न तो आकाश के 
किसी बिन्दु में होती है और न काल के किसी क्षण में । वह तो केवल स्वयं घटना में ही 
होती है | दो घटनाओं में न तो कोई आकाश का अनुबंध, निरपेक्ष (अर्थात्‌ निर्देशाकाश 
से स्वतंत्र ) होता है और न कोई काल का अनबंध, किन्तु जैसा आगे चल कर प्रगट होगा 
उनमें दिककाल का अनुबंध अवश्य ही निरपेक्ष तथा निर्देशाकाश से स्वतंत्र होता है । 
इस चतुविमितीय सांतत्यक (दिक्‌-काल ) के त्रिविमितीय आकाश तथा एक-विमितीय' 
काल में किसी तरक-संगत तथा वास्तविक विभाजन की असंभवता से प्रगठ होता है कि 
यदि प्रकृति के नियमों को चतुविभितीय दिक्‌-काल के सांतत्यक में व्यक्त किया जाय तो 
उनका रूप ताकिक दृष्टि से अधिकतम संतोषप्रद हो जायगा । इसी तथ्य के आधार 
पर आपेक्षिकता के सिद्धान्त की प्रक्रियाओं में वह महान्‌ प्रगति संभव हुई है जिसके 
लिए हम मिनकाउस्की (/7८०ए४ट्र) के आभारी हैं। इस दृष्टि-कोण से 
%, , 2०,» ४५» £ को हमें चतुविमितीय सांतत्यक में होनेवाली घटना के चार निर्देशांक 
समझना चाहिए । यह सत्य है कि यूक्लिड के त्रिविमितीय सांतत्यक में अनुबन्धों को 
मानस-पटल पर चित्रित करने में हमें जितनी सफलता मिल जाती है उसकी अपेक्षा बहुत 
ही कम सफलता चतुरविमीतीय' सांतत्यक में मिल सकती है। किन्तु यह बात भी 
बिलकुल स्पष्ट कर देना आवश्यक है कि यूक्लिड की त्रिविभितीय' ज्यामिति की 
धारणाएँ और अनुबंध भी हमारे मन में अमूर्त (४0877४८८) ही रहते हैं और 
. जो चित्र हम आँख से देखकर अथवा स्पदोंद्रिय की सहायता से अपने मन में बनाते 
हैं उससे इन धारणाओं और अभुबंधों का तादात्म्य बिलकुल नहीं होता। तथापि 
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घटनाओं के चतुविमितीय सांतत्यक की अविभाज्यता में यह बेत' गर्भित नहीं. है कि 
आकाशीय निर्देशांक और काल के निर्देशांक बिलकुल ही एक-से अथवा, तुल्यरूपी 
होते है । इसके विरुद्ध, हमें स्मरण रखना चाहिए कि काल के निर्देशांक की तथा आका- 
शीय निर्देशांकों की भौतिक परिभाषाएँ प्राप्त करने की विधियाँ सर्वथा भिन्न हैं। 
अनुबंध (22) तथा (22 9) का समीकरण बनाने से लोरेन्ट्ज़ रूपान्तरण तो निर्धारित 
होते ही है, किन्तु इसके अतिरिक्त यह भी प्रगट होता है कि काल के निर्देशांक का 
कार्य आकाशीय निर्देशांकों के कार्य से भिन्न है क्योंकि पद ( (४४) का चिह्न आकाशीय 
पद (0७: )३, (0०»,), (/४४,)* से विपरीत है। 

लोरेन्टज़-रूपान्तरण को निर्धारित करनेवाले प्रतिबंधों का इससे अधिक विश्लेषण 
करने से पहले हम समय ४ के स्थान में प्रकाश-समय /<- ८/ निविष्ट करना चाहते 
हैँ, क्योंकि एसा करने से आगे चलकर प्राप्त किये जानंवाले सूत्रों में नियतांक ८ व्यक्त 
'रूप से निविष्ट नहीं होगा । तब लोरेन्टज़ रूपान्तरण इस प्रकार निर्धारित हो जायगा 
'कि पहले तो समीकरण- 

5 ने 2० न (2 0८0 2... २० «5 (22%) 
सहचर समीकरण बन जायगा अर्थात्‌ यदि यह समीकरण उस अवस्थितित्वीय तंत्र में 
संतुष्ट हो जाता है जिसकी अपेक्षा हम प्रकाश-किरण के उत्सर्जन (८75अ0॥) 
तथा संग्रहण (72८८०४००) की दोनों घटनाओं को निर्दिष्ट करते हैं तो वह 
प्रत्येक अवस्थितित्वीय तंत्र में भी सन्तुष्ट हो जायगा । और अंत में मितकाउस्की 
'के आदेशानूसार हम वास्तविक 'काल-निर्देशांक /-- ८४ के स्थान में काल्पनिक काल- 
निर्देशांक 2८ कत न कि. अमर 
“निविष्ट करेंगे। तब प्रकाश-संचरण का समीकरण जिसका लछोरेन्ट्ज़-रूपान्तरण के 
प्रति सहचर होना आवश्यक है, यह रूप प्राप्त कर लेगा--- 


०. 0७ 55 0४ न 0७/+- ७७.१+- 8४, 5६० ... ... ... (220) 
(4) 


इस प्रतिबंध का पालन सदैव निद्िचत है* यदि अधिक व्यापक प्रतिबंध यह मान 
'लिया जाय' कि-- 


5०] 0०८, -- ७ ७४१ -- (४०१, .... .... (23) 


* यह आगे चलकर स्पष्ट हो जायगा कि यह विशिष्टीकरण इस उदाहरण में स्भावतः ही 
निहित हे | ही 
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की जाति के रूपान्तरणों के द्वारा ही हो सकता है जिनमें संकलन क्षेत्र ४-7] से लेकर 
«--4 तक विस्तृत है। समीकरण (23) तथा (24) पर दृष्टि डालने से यह प्रकट 
होता है कि इस प्रकार निर्धारित लोरेन्ट्ज़ रूपान्तरणों में और यूक्लिडीय' ज्यामिति 
के स्थानान्‍्तरण और घूर्णन के रूपान्तरणों में अनन्यरूपता आ जायगी यदि हम विभि- 
तियों की संखया की और वास्तविकता के अनुबंधों की चिन्ता न करें। हम यह निष्कर्ष 
भी निकाल सकते हैं कि गूणांक हे निम्नलिखित प्रतिबंधों का पालन करेंगे-- 
हद आ यु ०.५, ०४ ०2० 
और »,, के अनुपात वास्तविक होने के कारण यह भी परिणाम निलकता है कि 


000 5 26, 7070 8, और /7,, तो स्वथा काल्पनिक हूँ, किन्तु 


टली 0 ॥/ ह कम कम का के 9 के #9 #ऋे "कक $ कक कफ का 2. 5 


४ 6 ये 
इन्हें छोड़कर समस्त ॥ तथा ४०», वास्तविक हैं । 


वेशिष्ट लोरेन्ट्ज्‌ रूपान्तरण 


। (5फ6टांग्े 4,.0ालाएट परएथ्रा४&/077420 075 ) 


. (२४) तथा (२५) की जाति के रूपान्तरणों का सरलूतम रूप वह है जिसमें 
केवल दो ही निर्देशांकों का रूपान्तरण किया जाता है और जिसमें समस्त 4, जो 


केवल नये मलबिन्दु ( ०7877 ) को निर्णीत करते हूँ, शून्य हों। तब हमें 
संकेतांक १ और २ के लिए, (२५) के तीन स्वतंत्र प्रतिबंधों के कारण, निम्नलिखित 
रूपान्तरण मिलता हैं--- 


97 $ ।] 


26 न्‍्८20, 005 $--०४ 
| 
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४८ 4772८॥ 
ये समीकरण आकाशीय निर्देशांक-तुत्र का ४,--अक्ष पर सरल घूर्णन व्यक्त करते हैं । 
अतः यह स्पष्ट हो जाता है कि ज़्सि काल-रूपान्तरण विहीन घूर्णन-रूपान्तरण का हम 


$ 0७ 


के. भी # $# के के के के के का के + 26 
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'पहले अध्ययन कर चुके है, वह लोरेन्ट्ज़-रूपान्तरण का ही एक विशेष प्रकार का उदा 
हरण है। इसी प्रकार संकेतांक 7 और 4 के लिए 


| &पचतछ४] 005 ९-०» आए ५ ] 


% (7ौ]१%, आग ७-७४, ८05 
22 ८ 2९ ऋ के के... को का को. ला का थक... कक $ $ ७ #॥ $ 20९ 


3 हर हि 
वास्तविकता के अनुबंधों के कारण 9 को काल्पनिक समझना पड़ेगा। इन समीकरणों 


का भौतिक अर्थ समझने के लिए, हम इनमें काल्पनिक कोण ५ के स्थान में वास्तविक 
श्रकाश-काल / और #टसापेक्ष 7“ का वेग ० निविष्ट करेंगे। तब पहले तो 
४0०] 008 ५- ३ 570 ए 
[----5%, आओ (४ +-/ ०05 0 
और चूंकि # के मूलबिन्दु के लिए अर्थात्‌ ४5० के लिए अवश्य ही «६ -- होगा, 
अतः इनमें से प्रथम समीकरण से 





०७5 # ६87 0) पे रत पर ४७७४ था 
--72 ;ढ 
और 80 ए) न्‍्व पए"प७एए- ब्छ 
]--०१ 
008 (७८ ---...... ह 
4-०१ है 


इसलिए खझूपान्तर-समीकरण हो जायेंगे 





| 
| रा # ७ # छा सा खड़ा को कड़ा था कल के कक # कक ओ की *9 ] 
/ अल्‍ननसज तन» है 
का 4३. 
श मल 2 


3 
यही सुविख्यात विशिष्ट लोरेन्ट्ज-समीकरण हैं जिनसे, व्यापक सिद्धान्त में, 
चतुविमितीय' निदशांक-तंत्र का किसी काल्पनिक कोण में घृर्णन व्यक्त होता है। 


यदि प्रकाश-काल / के स्थान में साधारण काल / निविष्ट करना हो तो (29) में 


ब््क का ० क् ५ 
४ के स्थान में ८ तथा ० के स्थान में हा लिखना पड़ेगा । 
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इसमें जो त्रुटि रह गयी है उसे अब दूर कर देना चाहिए। प्रकाश-बेग की नियत- 
मातता (००05:४7०५) के नियम से यह प्रगट होता है कि समीकरण 


4 
8 करे ० 


की अभिव्यक्ति अवस्थितित्वीय-तंत्र के चुनाव पर आश्रित नहीं है । किन्तु इससे राशि 
५४७, की निशचरता बिलकुल भी प्रमाणित नहीं होती । यह संभव है कि इस 


राशि का रूपान्तरण किसी गुणनखंड की सहायता से हो जाय । इस कार्य के लिए 
समी० (29) के दक्षिण पक्ष को ऐसे गुणनखंड » से गुणा करना पड़ेगा जो स्वयं 
० पर आश्रित हो । किन्तु हम अब प्रमाणित कर दंगे कि आपेक्षिकता के सिद्धान्त 
के अनुसार इस गुणनखंड का मान 7 के अतिरिक्त और कुछ नहीं हो सकता । मान 
लीजिए कि एक परिदृढ़ वृत्तीय बेलन ( ८7८पां०८ ८जफ्व०& ) अपने अक्ष की 
दिशा में गमन कर रहा है। यदि विराम अवस्था में मात्रक मापदंड के द्वारा 
नापने पर इस बेलन की त्रिज्या ९२ हो तो गतिमान अवस्था में उसकी त्िज्या का 
मान 7२५ से भिन्न हो सकता है क्योंकि आपेक्षिकता के सिद्धान्त में यह संकल्पना नहीं 
की गयी है कि वस्तुओं की निर्देशाकाश-सापक्ष आक्ृति उनकी निर्देशाकाश-सापेक्ष गति 
पर अवलूम्बित नहीं होती । किन्तु आकाश की समस्त दिशाओं में अन्योन्य-तुल्यता 
होना आवश्यक है । अतः वेग के परिमाण 4 पर तो ॥२ अवरूम्बित हो सकता है 
किन्तु उसकी दिशा पर नहीं | इसलिए 7२ को 4 का समघाती फलन ( ०ए०7- 
(7८४07) होना चाहिए। यदि बेलन *-तंत्र की अपेक्षा अचल हो तो उसके 
पार्रवीय पृष्ठ का समीकरण होगा-- 
| &१--% >> परे 
यदि हम (29) के अंतिम दोनों समीकरणों को अधिक व्यापक रूप में यों लिख दें कि 
2 ५ लल ५८, 
हल 
तो [ए-तंत्र की अपेक्षा बेलन के पारश्विक पृष्ठ का समीकरण हो जायगा 


क्‍ २ £ ' 
5८ 2 ०09 
52 कल 


अतः गुणनखंड » उस बेलन के पार्श्विक आकुंचन के मान को व्यक्त करता है और 
उपर्युक्त कथनानुसार वह ० का केवछ समघाती फलन ही हो सकता है। 





् 
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अब यदि हम एक तीसरा निर्देशोंक-तंत्र है” उपस्थित करें जो ॥₹” की अपेक्षा वेग 

० से ।-तंत्र के &-अक्ष की ऋण दिशा में गतिमान हो तो समी० (२९) का दो बार _ 
उपयोग करने से यह परिणाम निकलेगा--- 

2752: (०).2 (--०) -» 


( 2 (०).%(-०)- 


किन्तु » (०) तो » (-०) के बराबर अवश्य ही होगा और हमने मान लिया कि झल 
सभी निर्देशांक-तंत्रों में माप करने के लिए उन्हीं मापदंडों का उपयोग किया गया है 
जिनका उपयोग ए-तंत्र के मापों में किया गया था । अतः यह आवश्यक हो जाता है 
कि (” से ए में जो रूपान्तरण होगा वह सर्वसम (7770०7४८«४ ) रूपान्तरण होगा 
क्योंकि »----7 होने की संभावना पर विचार करने की आवश्यकता नहीं है)। 
इस विवेचन में यह मान लेना भी आवश्यक है कि माप-दंडों का आचरण उनके पूे-वर्तती 
वेग के इतिहास पर अवलंबित नहीं होता । के 
गतिसान सापदंड और घड़ियाँ--(29) के प्रथम समीकरण के अनुसार ए- 

तंत्र के निश्चित काल /--० पर बिन्दुओं के पूर्णादू: (४,०5४) द्वारा व्यक्त स्थान 
ए-तंत्र की अपेक्षा : 5-४९/7-७९ में रूपान्तरित हो जायेंगे । यह बात हछोरे- 
न्ट्ज़ीय आकुंचन को व्यक्त करती है। ४ के मूलबिन्दु , 5-० पर स्थित अचढ 
घड़ी की टिक्‌-टिक्‌ के शब्दों का समय यदि /--# के द्वारा व्यक्त होता हो तो १” की 
दृष्टि से वही शब्द व्यक्त होगा द 


उअलजनसलकन-नक, 
जि 





व 


!! 4) 


१-० 
के द्वारा । यह परिणाम 29) के द्वितीय समीकरण से प्राप्त होता है और इससे 
यह प्रगट होता है कि!९” में अचल होने पर इस घड़ी की जो चाल होती है उसकी अपेक्षा 
इस गतिमान अवस्था में उसकी चाल धीमी प्रतीत होती है। ये दोनों परिणाम, 
आवश्यकतानुसार संशोधित रूप में, प्रत्येक निर्देशांक-तंत्र के लिए सत्य हैं और ये 
लोरेन्ट्ज़-रूपान्तरण में गर्भित उस भौतिक तथ्य को प्रकट करते हैं जो किसी भी प्रकार 
की विशिष्ट मान्यता (००7ए८०४०४) पर अवम्बित नहीं है । 
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वेगों के संकलन का प्रमेष (.360007 प४००7०८० | एथ००ंध्ं०५) यदि 

हम ऐसे दो लोरेन्ट्ज-रूपान्तरणों का संयोजन कर दें जिनमें आपेक्षिक वेग ०, और 

०, हों तो इन दो पृथक्‌ रूपान्तरणों का स्थान जो अकेला एक ही रूपान्तरण ले लेगा 
उसमें आपेक्षिक वेग होगा 


27 ५५३ “20 ९, _ »४+०५ 
7-47 ५, 00%, 7+ण०, 








०५५३१ * 870 (फन५७७) १ £ ४४ (30) 


लोरेन्ट्जु-रूपान्तरण तथा उसके निश३च र-सिद्धान्त के विषय में कुछ व्यापक वक्तव्य 
विशिष्ट आपेक्षिकता-सिद्धान्त में निश्चरों का सम्पूर्ण सिद्धान्त (23) के निश्चर 
४ पर आश्रित है। चतुविमितीय दिक-काल सांतत्यक में इसका वैधानिक कार्य 
वही है जो आपेक्षिकता-पूर्व भौतिकी में तथा यूक्लिड की ज्यामिति में निवचर /६:८.* 
+ ७», /५०!का था। यह परवर्ती राशि लोरेन्ट्ज-रूपान्तरण के प्रति निश्चर 
नहीं है। समीकरण (23) की राशि ही इस निश्चर का कार्य करती है। किसी 
भी मनमाने अवस्थितित्वीय-तंत्र की अपेक्षा 57 को नापकर निर्णीत किया जा सकता 
है। यदि माप का मात्रक निश्चित हो तो किसी भी मनमाने घटना-युग्म के लिए इस 


राशि का मान भी पूर्णतः: निश्चित होगा । 


इस निरचर $* में और यक्लिडीय ज्यामिति के तदनरूप निश्चर में, विमितियों 
की संख्या के अतिरिक्त, निम्नलिखित बातों का भेद है। यक्लिडीय' ज्यामिति 

$ आवश्यक रूप से धन-चिह्नीय होता है, और उसका मान शून्य तब ही होता है जब 
उससे सम्बन्धित दोनों बिन्दु एक ही स्थान पर एकत्रित हो जायें । इसके विपरीत, 


2 
७5०७, 0४ 5 (७ न (५७३ न (५७% ० (५४ 


का मान शून्य हो जाने का यह अर नहीं निकाला जा सकता कि तत्सम्बंधित दिक-कालीय 
बिन्दु ७9306-0॥7८ 70770 एकत्र हो गये हैं। राशि * का शून्य होना तो इस निश्चर 
प्रतिबंध को प्रगट करता है कि उन दोनों दिक्‌-कालीय बिन्दुओं में शून्याकाशगामी 
प्रकाश-संकेत के द्वारा सम्बंध स्थापित किया जा सकता है। यदि »&,, 5,, &,, / के 
चंतुविभितीय आकाश में निरूपित कोई बिन्दु (घटना) ? हो तो जिन “बिन्दुओं” का 
सम्बंध प्रकाश-संकेत के द्वारा ? से स्थापित किया जा सकता है वे सब शंकु (2006) 
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%--० पर स्थित होंगे। देखिए चित्र १ जिसमें विमिति 5, नहीं दिखाई गयी है। 














का चित्र--१ क्‍ ' 

' ? से प्रकाश-संकेत जिन विन्दुओं पर भेजे जा सकते हैं वे सब बिन्दु इस शंकु के ऊपर- 
वाले आधे भाग में ही स्थित हो सकते है। और जिन बिन्दुओं से प्रकाश-संकेत ? पर 
भेजे जा सकते हैं वे सब शंकु के नीचेवाले आधे भाग में स्थित होंगे। यदि इस शंकु- 
पृष्ठ के अन्तगंत कोई बिस्दू ?” लिया जाय तो उसे ? से सम्बंधित करने पर 3? ऋण- 
चिन्हीय हो जायगा | तब, मिनकाउस्की के अनुसार, 77?” तथा ?”? दोनों ही काल के 
लक्षणों से युक्त होंगे। ऐसे अन्तराल उन संभव गमन-पथों के खंडों को निरूपित करेंगे. 
जिनमें वेग प्रकाश-वेग से कम हो ।* इस दशा में अवस्थितित्वीय-तंत्र की गति का. 


के 





कं 


.. * जड़ द्रव्य का वेग प्रंकाश-वेग से अधिक होना असम्भव है | यह बात लोरेन्द्रज-रूपान्तरण 
(29) में करणी ( १००८७) ) ११-75 क्वी उपस्थिति का परिणाम है । 
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समुचित चुनाव करके ?]?” की दिशा में /-अक्ष स्थापित की जा सकती है। यदि ?' 
प्रकाश ]427(-2072 शंकु से बाहर हो तो 7? में आकाश के गुण होते हैं। इस दशा में 
अवस्थितित्वीय-तंत्र के उचित चुनाव के द्वारा ७/ को शून्य बनाया जा सकता है। 
काल्पनिक काल-चर (0776-ए०:790/6) &,<त्ं/ के निवेषण (90704 ंप८४07) 
से मिनकाउस्की ने भौतिक घटनाओं के चतुविमितीय सांतत्यक के निश्चर-सिद्धान्त 
को पूर्णतः यूक्लिडीय' आकार के त्रिविमितीय सांतत्यक के निश्चर-सिद्धान्त का 
तुल्यरूपी (002/02०05) बना दिया है। अतः विशिष्ट आपेक्षिकता के चतुविभि- 
तीय टेन्सरों के सिद्धान्त में और त्रिविभितीय आकाश के टेन्सरों के सिद्धान्त में केवल 
विमितियों की संख्या का तथा वास्तविकता के सम्बंधों का ही भेद है। 
203 59५ ४» ४, के किसी भी मनचाहे अवस्थितित्वीय तंत्र में .0 म आदि चार 


राशियों के ह्व रा जो भौतिक राशि निर्दिष्ट की जाती है वह चतुदिष्ट (4--४०८४०7) 
कहलाती है और यदि रूपान्तरण की दृष्टि से तथा वास्तविकता के सम्बंधों की दृष्टि 
से # तथा 0४ , में आनुरूप्य हो तो ये 9 से चतुदिष्ट के घटक कहलाते हैँ । यह 
चतुदिष्ट आकाशरूपी ( 59००-६० ) भी हो सकता है और काल-रूपी (४॥770- 
॥/£6) भी । ये सोलह राशियां ?.,, द्वितीय कोटि के टेन्सर के घटक हो जायेंगी यदि 
उनके रूपान्तरण का नियम हो 
8 ४7/,« 2४8 ०8 

इससे यह परिणाम निकलता है कि ये राशियां ४ मु अपने रूपान्तरण तथा 
वास्तविकता सम्बंधी लक्षणों में ठीक ऐसा आचरण करती हैं मानो वे दो चतुर्दिष्ट ((7) 


तथा (५४) के घटक [7 और , के गुणनफल हों । इनमें से उन घटकों ((:०॥9०- 


72॥४) को छोड़कर जिनमें संकेतांक 4 केवल एक बार आता है और जो बिलूकुरू 
काल्पनिक होते हैं, बाकी सब घटक वास्तविक होते हैं । तृतीय तथा उच्चतर कोटियों 
के टेन्सरों की परिभाषा भी ऐसी ही विधि से प्रस्तुत की जा सकती है। इन टेन्सरों के 
जोड़, बाकी, गुणन, आकुंचन तथा अवकलन की क्रियाएँ ठीक उसी प्रकार की होती हे 


जैसी कि त्रि-विमितीय आकाश के टन्सरों की होती हैं । 


चतुविमितीय' दिक्‌-काल सांतत्यक के लिए टेन्सर-सिद्धान्त का उपयोग करने से 
पहले हम विषम-संमभित ($/7०७-४५१॥777०८४८7८०७ ) टेन्सरों का विशेष रूप से 
अध्ययन करेंगे। द्वितीय कोटि'के टेन्सर में सामान्यतः: 7655॥ >< 4 घटक होते है। 
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विषम-संमिति के कारण वे घटक शून्य हो जाते हैं जिनमें दोनों संकेतांक बराबर हों और 
जिन घढकों में दोनों संकेतांक बराबर नहीं होते वे ऐसे युग्मों में विभाजित किये जा सकते 
हैँ कि प्रत्येक युग्म के घटक बराबर मान के, किन्तु विपरीत चिह्नवाले हों। इसलिए 
केवल ६ स्वतंत्र घटक बच रहते हैँ जैसा कि विद्युत्‌-चुम्बकीय क्षेत्र में होता है। वस्तुतः 
जब हम मंक्सवल के समीकरणों पर विचार करेंगे तब यह प्रगट हो जायगा कि वे भी 
टेन्सर-समीकरण ही समझे जा सकते हैं यदि हम यह मान लें कि विद्युत्‌-चुम्बकीय क्षेत्र 
विषम-संमित टेन्सर समझा जा सकता है। और यह भी स्पष्ट है कि तृतीय कोटि के 
विषम-संमित टेन्सर में (जिसमें विषम-संमिति समस्त संकेतांक-युग्मों के लिए विद्यमान 

केवल 4 ही स्वतंत्र घटक होते हैँ क्योंकि ऐसे संचय (:07079779/707 केवल 4 

होते हैं जिनके तीनों संकेतांक भिन्न हों। 

अब हम मैक्सवेल समीकरण (792), (790), (204), (208) पर विचार 
करेंगे। और इसके लिए निम्नलिखित संकेतन (!४०८७४००७ ) * का उपयोग करेंगे। 

$,3 ९४8 99 4 794 ९3८ 


| ] हे # 0 क्र हा ६.6 फ्क़ च् श् श का शा है हो ३0० 
8, /.4 8 ५ कब हा 
न जा 
है ॥ रथ रे | ॥॥ क्र हू क्र के श्र के क् कं श्र शक | ] त् ् कक धआ ३3 ॥ै॥ 
ज-+.  >+>  +> 7! 2 
८ ># ८ 7 ८ ल्‍ ४ 


और यह भी मान लेंगे कि $ 0 जाय ९, मु होगा। तब मैक्‍्सवेल समीकरण 


इस समन्वित रूप में लिखे जा सकते हैं-- 











8९ हट ४३ 
9. 77 
हा म्भ्य्स (७ +$. के ७ $ ७ क$ $+ ४ के ७ के के कक के के $+  $ के के ॒ ( 3 ४ 
0: 
0९ . 0९ 0९ 
7 (& 6: 0 ॥4 
(४. न- ०न्‍००>मकनग%मनल+ शन«कमनक कब भनन्‍णकक,.. कमल () कक $ $ | $+ $% $+ +$ क# के हर 3 3 ) 


905 6 


समी० (304) तथा (37) द्वारा विहित प्रतिस्थापन से इनका सत्यापन सुगमता 


+ किसी भी तरह की गड़बड़ न होने पाये इस दृष्टि से अब हम त्रिविमितीय आकाश के 
संग में संकेतांक !, 2, 3 के स्थान में »,», 2 का उपयोग करेंगे और संख्यात्मक संकेतांक 
चतुविमितीय दिकु-काल सांतत्यक के लिए प्रयुक्त करेंगे । + 
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रॉ 


से हो सकता है। इन समीकरणों, (32) तथा (33), में टेन्सरों के गुण हैं क्योंकि 
हमने पहले ही मान लिया है कि ३, , तथा, टेन्सर हैं। अतः ये समीकरण 


लोरेन्टज--रूपान्तरण के प्रति सहचर हैँं। फलतः एक अवस्थितित्वीय निर्देशांक- 
तंत्र से किसी अन्य अवस्थितित्वीय तंत्र में रूपान्तरण के नियम अनन्य' रूप में निर्णीत 
हो जाते हैं। विद्युतू-गतिविज्ञान की प्रक्रियाओं में विशिष्ट आपेक्षिकता सिद्धान्त के 
कारण जो प्रगति हुई है वह मुख्यतः इस बात में है कि इससे स्वतंत्र परिकल्पनाओं की 
संख्या में कमी हो गयी है। उदाहरण के लिए यदि हम समीकरण (794) पर केवल 
दिशा की आपेक्षिकता की दृष्टि से विचार करे, जैसा कि हमने पहले किया था, तो हम 
देखेंगे कि उनमें तीन पद तकंत: स्वतंत्र होते हैं। वैद्युत तीत्रता (००८६४०० ॥70८॥४ए) 
इन समीकरणों में जिस विधि से प्रविष्ट हुई है वह उस विधि से सर्वेथा भिन्न जान पड़ती 
0८ 87८ 


है जिससे कि चुम्बकीय तीव्रता प्रविष्ट हुई है। यदि कदाचित्‌ कट के स्थान में हा हे 
9 4 


होता अथवा यह पद अनुपस्थित ही होता तो भी कोई आश्चर्य नहीं होता । दूसरी ओर 
समीकरण (32) में स्वतंत्र पद केवल दो ही हैं। विद्युत्‌-चुम्बकीय क्षेत्र एक वैधानिक 
मात्रक के रूप में प्रविष्ट हुआ है और वैद्युत क्षेत्र के प्रविष्ट होने की विधि चुम्बकीय 
क्षेत्र के प्रवेश की विधि पर अवरूम्बित है। विद्युत्‌ू-चुम्बकीय' क्षेत्र के अतिरिक्त केवल 
विद्युत-धारा का घनत्व ही स्वतंत्र सत्ता के रूप में उपस्थित है। प्रक्रिया की इस' प्रगति 
का कारण यह तथ्य है कि वेद्यत तथा चुम्बकीय क्षेत्रों के पृथक अस्तित्व गति की आपे- 
क्षिकता में विलीन हो जाते हैं। एक निर्देशांक-तंत्र की दृष्टि से जो क्षेत्र शुद्धतः वेद्युत 
जान पड़ता है, दूसरे अवस्थितित्वीय तंत्र की दृष्टि से उसी में चुम्बकीय घटकों का 
भी अस्तित्व दिखाई देता है। यदि रूपान्तरण के व्यापक नियम का उपयोग विद्युत- 
चुम्बकीय क्षेत्र के लिए किया जाय तो विशिष्ट लोरेन्ट्ज़-रूपान्तरण के लिए निम्न- 
लिखित समीकरण प्राप्त हो जाते हैं-- 











' है 

८४४ ++ ८. 8, न #६, ] 

23 22% । 9९ | 
बल, काजल, | 

१--- 20 --9* हु कक खा कर्क के (34) 

९ क: ८५ -7 2+, ् |; / ८ , ०८, । 
ू 5 ७ £ हा 

९ 7-9 7+-+-०2 


यदि [९-तंत्र की अपेक्षा केबल चुम्बकीय क्षेत्र $ ही विद्यमान हो और वैद्युत क्षेत्र 
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८ का अभाव हो तो #“-तंत्र की अपेक्षा वैद्युत क्षेत्र / का अस्तित्व भी प्रगट हो 
जायमा और यह (हि में स्थित अचल वंद्युत कण पर अपना बल रूगायंगा। ६-तंत्र 
में स्थित अचल प्रेक्षक इस बल को बियो-सवार्ट (8707-584एथ7४) बल अथवा 
लोरेन्ट्ज़ विद्युद्वाहक बल ([0थापट ढॉ०टएा०70 ४५४८ £07/८०) की संज्ञा देगा। 
इसलिए ऐसा जान पड़ता है मानो यह विद्युद्वाहक बल वैद्युत क्षेत्र से मिल गया है और 
दोनों के समन्वय से एक ही सत्ता बन गयी है। 

इन अनुबंधों के वैधानिक स्पष्टीकरण के लिए हम एक मात्रक आयतन के विद्युत 
पर छूगनेवाले बल के व्यंजक 

-+ 0० +- [4, 7 | पे दे डे 35 

पर विचार करेंगे। इसमें £ विद्युत्‌ का सदिश वेग है और वेग का मात्रक प्रकाश-वेग 
माना गया है। यदि हम (30०) और (37) के अनुसार #, तथा $, को निविष्ट 


करें तो (इस बल के) प्रथम घटक के लिए व्यंजक 
$,५ , 7 ९, ५ 7 ९, ६५ 

प्राप्त होगा। यदि हम यह स्मरण रखें कि टेन्‍्सर ($) की विषम संमिति के कारण 

$,, 75० हो जाता है तो ९ के घटक' चतुविभितीय सदिश 





हि कल पा हर डे »«. [30 
के प्रथम तीन घटक होंगे और चौथा घटक होगा 
5, कर $,, ज। या ९, ५ - ९8 है 

प्न्त्यं न ०९०४, + ०.7, ) मर की 028, 


अतः प्रति मात्रक आयतन पर छगनेवारा बल चतुविमितीय सदिश होता है जिसके 
प्रथम तीन घटक 7, , #, , 6, तो भारवाहक बल (?07तै6707700४ए७ ६0706 
प्रति मात्रक आयतन के घटक होते हैँ और चतुर्थ घटक क्षेत्र के कार्य करने की 
प्रति मात्रक आयतन दर * 4/-..३ को व्यक्त करेगा। ै 
समी० (36) तथा (35) की तुलना करने से यह प्रगट होता है कि आपेक्षिकता 
का सिद्धान्त वेद्यत क्षेत्र के भारवाहक बल ८ का तथा बियो-सवार्ट अथवा छोरेन्‍्ट्ज 


बल [३ »८  ] का वैधानिक रूप से समन्वय कर देता है। 
द्रव्यमान तथा ऊर्जा (४७5४ »70 0८७४ )--चतुदिष्ट 7, के अस्तित 





और उसकी. अभिव्यक्ति द्वारा एक महत्त्वपूर्ण निःकर्ष निकाला जा सकता है। 
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मान लीजिए कि किसी काय (5069) पर विद्युत्‌-चुम्बकीय क्षेत्र कुछ काल तक 
कार्य कर रहा है। तब सांकेतिक चित्र (२) में (0४, , तो &-अक्ष को तथा (2/ 


ह। 

(-----+-+++ ८+//-// -- - --- 
| 

जज 
द /ठ 5 ' 
न 
| _ 
चित्र--२ 


वास्तविक काले के अक्ष को प्रदर्शित करती हैं। (0:0५ , वास्तव में तीनों आकाशीय 
कक्षों (७ , 0७, , (0४, का प्रतिनिधित्व करती है। इस रेखाचित्र में एक परिमित 
7706 ) विस्तार के काय को किसी निश्चित समय / पर अन्तराल 5४ के द्वारा 
प्रदशित किया गया है और उस काय का सम्पूर्ण दिकू-कालीय अस्तित्व उस पट्टी 
४777) द्वारा प्रदशित होता है जिसकी बाह्य सीमा के तथा /-अक्ष के बीच का 
कोण सर्वत्र ४५” से कम है। /-- तथा -+/, वाले काल-खंडों के बीच में इस पट्टी 
का एक भाग छायान्वित ($70906०0 ) है, किन्तु यह उन काछखंडों तक विस्तृत नहीं 
है। यह भाग दिक्‌-कालीय बहुविमितिक (70५70/4) के उस भाग को व्यक्त 
करता है जिसमें विद्युत्‌-चुम्बकीय बल उस काय पर लगता है अथवा उ 
विद्यमान वैद्युत आवेशों पर लछैगकर अपना प्रभाव उस काय पर डालता है । 
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इस क्रिया के कारण उस काय के संवेग और ऊर्जा में जो परिवर्तेन होते है उन पर 


कक लक 


अब हम विचार करंगे । 
..._ हम यह मान छेंगे कि संवेग और ऊर्जा सम्बन्धी नियम उस काय' के लिए मान्य 


है । इसलिए संवेग की वृद्धि 0 0 8 [. तथा ऊर्जा की वृद्धि /+ को 
व्यक्त करनेवाले व्यंजक होंगे द 


/] 
॥ | ४! | हू &८ 4) धंटन- 7 हू, /& , 4५, 7५, 45, 
॥ 
[, 
0४8 +- (६ 0 4६ 8) 4८ ५ -+ | सी 4 “घ०ै५व पद 
! 


4 


चूँकि च्तुविमितीय आयतन खंड निशचर होता है और &., , #, , ४, , , के 
द्वारा एक चतुदिष्ट संघटित होता है अत: छायान्वित भाग पर विस्तृत चतुविमितीय 
अनुकल रूपान्तरित होकर चतुदिष्ट बन जाता है और यही दशा / तथा ॥, सीमाओं 
के अन्तर्गत अनुकल की होती है क्योंकि जो भाग छायान्वित नहीं है वह अनुकल में कुछ 
भी नहीं जोड़ता । फलत: यह स्पष्ट हो जाता है कि 07, 5७7, , 07, , ४ भी 
'एक चतुदिष्ट की सृष्टि करते हैं। यह समझना भी स्वाभाविक है कि राशियों का 
रूपान्तरण उसी प्रकार का होगा जैसा कि उनकी वृद्धियों का होता है। अतः यह 
प्रगट होता है कि !,, !,, ।, और 78 इन चार राशियों के समन्वय में भी सदिश 
के गुण विद्यमान हैं। इन राशियों का सम्बन्ध उस काय की तात्क्षणिक अवस्था (यथा 
समय --#, पर विद्यमान अवस्था ) से है।. 
यदि उस काय को हम द्रव्य-कण समझें तो इस चतुदिष्ट को हम उसके द्रव्यमान 
# तथा वेग के द्वारा भी व्यक्त कर सकते हैं। इस व्यंजक को प्राप्त करने के लिए 
पहले तो हम यह देखते हैं कि समीकरण 
| पार्कीक्डबी का (व, +र्व 4५) पद गध 
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ऐसा निश्चर है जिसका सम्बन्ध उस द्रव्य-कण की गति को निरूपित करनेवाली 
चतुविमितीय रेखा के अनन्त-सुक्ष्म खंड से है। निशचर ८/ की भौतिक अभिव्यक्ति 
सुगमता से बतायी जा सकती है। यदि समय का अक्ष इस प्रकार चुना.जाय कि उसकी 
दिशा वही हो जो विचाराधीन रैखिक अवकल की है अथवा दूसरे शब्दों में यदि हम 
उस द्रव्य-कफकण को विराम अवस्था में रूपान्तरित कर दें तो :--४ हो जायगा और 
इसका माप उस प्रकाश-सेकंड-दर्शी घड़ी के द्वारा हो जायगा जो उस द्रव्य-कण के ही 
स्थान पर विराम अवस्था में रखी हों। अत: 7 को हम उस द्रव्य-कण के नैज काल 

?707०८ ४४7८) की संज्ञा दे देते हैं । ८/ तो निशचर नहीं होता, किन्तु 4: 
निश्चर होता है और उन' समस्त गतियों के लिए जिनका वेग प्रकाश-वेग की 
तुलना में बहुत ही कम हो, यह ४८ लगभग 4! के बराबर ही होता है। अतः 

42 


80 --+ 20%: २७४ हो 8- पढकआ 22% 55. 98 (39 





में भी ८८, की तरह ही सदिश के लक्षण हैं। # के को वेग का चतुविमितीय सदिश 


अथवा संक्षेप में 4-दिष्ट (चतुर्दिष्ट) कहेंगे। समी० (38) के अनुसार इसके घटक 
इस प्रतिबन्ध का पालन करेंगे-- 











रैक / 8 | आम ली आज लि ५ 
यह भी प्रगट है कि केवल यही चतुदिष्ट ऐसा है जिसके घटक साधारण संकेतन में 
4 
2 बम 2४ पलक ५ मै ४9206 कक का. # | के शकाकी (4.7 ) 


पी. पका एक -० 
होते हैं और जो द्वव्य-कण के वेग के उन घटकों के द्वारा संघटित हो सकता है जिनकी 


त्रिविमितीय' परिभाषा है-- 
ही आल / 2 
& तू का ता लक 
फलत: हम देखते हैँ कि आवश्यक रूप से 
42९ 


॥// ह 
॥7 हल |. # ७ # कक कक ही # कक ७ परी (42 ) 


रु 


ही वह चतुदिष्ट है जिसको हमें संवेग और ऊर्जा के उस चतुर्दिष्ट के बराबर रखना है 
जिसके अस्तित्व को हम ऊपर भ्लमाणित कर चुके हैं। दोनों के घटकों को बराबर 
रखने से त्रिविमितीय संकेतन में ये समीकरण प्राप्त होते हैं-- 




















इन समीकरणों से हम तुरन्त देख सकते हैँ कि प्रकाश-वेग की अपेक्षा बहुत मंद 
वेगों के लिए तो संवेग के ये घटक वस्तुतः चिरप्रतिष्ठित यांत्रिकी के घटकों के बिलकुल 
बराबर हो जाते हैँ । किन्तु बहुत प्रचंड वेगों के लिए, संवेग की वेग-सापेक्ष वृद्धि रैखिक 
वृद्धि की अपेक्षा अधिक तेज़ी से होती है और जब वेग बढ़कर प्रकाश-वेग के बराबर 
हो जाता है तब तो संवेग का मात अनन्त हो जाता है। 
अब यदि (43) के अंतिम समीकरण का उपयोग किसी अचल द्रव्य-कण (4-5 
०) के लिए किया जाय तो प्रगट होता है कि अचल काय की ऊर्जा -5, उसके द्रव्यमान 
के बराबर होती है। यदि काल का मात्रक सेकंड ही लिया जाता तो हम पाते कि _ 
पी जि, पकड़ अर जोडों कक: ट। अब... 
अतएव द्रव्यमान और ऊर्जा वस्तुतः एक-से होते हैं। वे केवल एक ही वस्तु के विभिन्न 
व्यंजक हैं। वस्तु का द्रव्यमान नियत नहीं होता । वह तो ऊर्जा के साथ-साथ बदलता 
रहता है।* (43) के अंतिम समीकरण से यह भी प्रगट है कि जब 45४ हो जाता 
अर्थात्‌ जब-4 प्रकाशवेग के बराबर हो जाता है, तब 9 का मान अनन्त हो जाता है। 
यदि £ का 4* के घातों की पद-संहति के रूप में विस्तार किया जाय तो _ 


एत्क नबी न प्र वी + 00) -#03: किक. कोडेडट 


इस व्यंजक का द्वितीय पद चिर-प्रतिष्ठित यांत्रिकी में द्रव्य-कण की गतिज ऊर्जा का 
 अनुरूपी है। 


* स्वोत्सर्जी या रेडियमधर्मी (:६00-8८0ए८) क्रियाओं में ऊर्जा के उत्सजन का सम्बन्ध 
स्पष्टतः इस तथ्य से है कि परमाणु-भार पूर्णाक्नी नहीं होते। पिछले कुछ वर्षों में अचल अवस्था में 
द्रव्यमान और ऊर्जा की जो तुकना समीकरण (44) द्वारा ब्यक्त होती है उसका समर्थन अनेक 
उदाहरणों के द्वारा हो चुका दे | स्वोत्सजी विघटन (१४9770०87%70/)' में मूल परमाणु के द्वब्य- 
गा की भ्षेक्षा विधवित खण्डों के द्रव्यमानों का जोड़ सदेव कम पाया जाता दै। यह अन्तर नव- 
पा की गतिज ऊर्जा के रूप में तथा उत्सजित विकिरण (:००४//07) की ऊर्जा के रूप में 
प्रय्दोताहै। .. . 5 द 


। 
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द व्य-क्णों के गति-समीक रण--समीकरण (43) का अवकलन करने पर 


. और संवेग-नियम के उपयोग से, त्रिविमितीय सदिशों के संकेतन में हम देखते हैं कि 
| नर रत !74 । | ह | 


ला न 40 8 कक हो के थक 3 १३ वी) 
ह॥ श/ प्‌ है ेु प 


इस समीकरण का उपयोग पहले लोरेन्ट्ज़ ने इलकट्रानों.की गति के लिए किया था 
और 8+किरणों के प्रयोगों के द्वारा अब इसकी सत्यता अत्यधिक यथार्थतापूर्वक 
प्रमाणित हो गयी है। 
विद्यत्‌-चुग्बकीय क्षेत्र का ऊर्जा-टन्सचर (००८०ए ''०७०५०:०)--आपेक्षिकता 
के सिद्धान्त के विकास से पहले ही यह ज्ञात था कि विद्युत-चुम्बकीय क्षेत्र के लिए 
ऊर्जा और संवेग के नियम अवकल रूप में व्यक्त किये जा सकते हैं। इन्हीं नियमों 
के चतुविमितीय निरूपण से ऊर्जा-टेन्सर की एक महत्त्वपूर्ण धारणा प्राप्त होती है 
और अआपेक्षिकता-सिद्धान्त के विकास की प्रगति में इसका बड़ा महत्त्व है। ह 


यदि प्रति मात्रक आयतन पर छगनेवाले बल के चतुदिष्ट के व्यंजक 


५ नह ॥! का 
में क्षेत्रसमीकरण (7६० ८१ुपऔ४०७) (32) की सहायता से हम 2 को क्षेत्र 


की तीव्रता $ हे के पदों में व्यक्त करें तो थोड़े से रूपान्तरण के बाद तथा क्षेत्र-समीकरण 


(32) तथा (33 ) का पुन:-पुन: उपयोग करने पर हमें यह व्यंजक प्राप्त हो जाता है-- 


छः / ण हे 


2 ७०० मत 2 7 2 ह ०५ «०००७ ००० $+ ४७ ( 4.7 
0: गा 
ह 9 


जिसमे 7  अि6 2.“ अमर तक कक आम लक 6.0 


द 20८. (१6 
लिख दिया गया है और जिसमें संकेतांक « तथा 8 के लिए संकलन करना होगा। 


समीकरण (47) का भौतिक अर्थ तब स्पष्ट होता है जब एक नवीन संकेतन 
का उपयोग करके इस समीकरण के स्थान में हम यह लिख दें कि -- 














0 |? | 
हक कलह । 22५८) १९ 2 है ४ 
9: 09 0५ 0(7/) 
हे हि आम इक आ  7% पके 585 0 ६ 55 5७६ ८: की हक मर पहिदाल ही | 9 के कऋ आओ 47 
ु 9(7४' 0(8 0(75 ॥ 
अल कक 92 ॥॥ 0(-१ 
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हा] 


अथवा काल्पनिक राशियों का निरसन (८॥ए४7907०07 ) करने पर 
0/..... १ 0/,... 0. ] 


॥ 24 ९ >कअज»०कनन++-रमनक, 
५. «न -लनमनमन्‍लगा,. पहराबममाम. पिकलातना+नन++म»>मन»&नना;०++ज+ 4... सममकमणाक कक, चलपशक+_क००००+तपहम्ममद, 


है. पड 95% 0) बट 8 


इस अंतिम' रूप में हम देखते हैँ कि पहले तीन समीकरण तो संवेग-नियम 
को व्यक्त करते हैं। इनमें # ..... विद्युतू-चुम्बकीय क्षेत्र के मैक्सवैलीय 


4 220 
प्रतिबल हैं और 8 हे :7,,) उसी क्षेत्र का सदिश संवेग प्रति सात्रक आयतन 


है। (477) का अंतिम समीकरण ऊर्जा-नियम को व्यक्त करता है। इसमें ह* 
ऊर्जा-प्रवाह (09 ०६ ८००९9) का सदिश है और » क्षेत्र का ऊर्जा-पनत्त 
(०7८2५ १००»४६४५) है। वस्तुतः विद्युत-गतिविज्ञान के सुविख्यात व्यंजकों को 
समी० (48) में निविष्ट करने पर 

79 का एशिया (६ पक न ८,८५४ (4, 7८, 7 ८५ 


ह // --॥, | ९ ह 
--.॥,-- ८ ८ 





पड 
है 
| 


# 
#/च 
नुं>- 
र्् 
हा 


के ] श कक कक क् श्ष हि कर का 





॥! ता कक | के के है] क्र श्र 


भे हननीड़े (८+५/ १०, १६ +#,/न5,/) 


समी० (48) से यह भी मालूम हो जाता है कि विद्युत्‌-चुम्बकीय क्षेत्र का ऊर्जा- 
टेन्सर संमित होता है। इसी बात से इस तथ्य का भी सम्बन्ध है कि संवेग प्रति मात्रक 
आयतन और ऊर्जा-प्रवाह बराबर होते हैं (ऊर्जा तथा अवस्थितित्व का सम्बन्ध) । 
.. इस विवेचन से हम यह परिणाम निकाल सकते हैं कि ऊर्जा-घनत्व में भी टेन्सर के 
गुण होते हूँ। यद्यपि यह बात प्रत्यक्ष रूप से केवल विद्यत्‌-चुम्बकीय क्षेत्र के ही लिए .. 
प्रमाणित हुई है तथापि हम इसकी सत्यता को सूवत्रिक (प्रामएथ$श) समझ 
सकते हूँ। यदि वैद्युत आवेशों (०४५72०$) और धाराओं का वितरण ज्ञात हो तो... 


शी 
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मैक्सवेल-समी-करणों* के द्वारा विद्युत-चुम्बकीय क्षेत्र निर्णीत हो जाता है। किन्तु 
हमें वे नियम ज्ञात नहीं हैं जिनके द्वारा धाराएँ और आवेश नियंत्रित होते हैँ। यह 
तो हमें अवश्य ही ज्ञात है कि विद्युत्‌ कणमयी होती है अर्थात्‌ कुछ मूल कणों 
(इलैक्ट्रानों तथा धनाविष्ट नाभिकों (7८८०७) का समुदाय मात्र होता है, 
किन्तु सैद्धान्तिक दृष्टि से यह बात हमारी समझ में नहीं आती | हम उन ऊर्जागत 
कारणों (८०८८०४५ £४८८०४$) को नहीं जानते जिनके द्वारा निश्चित विस्तार 
और आवेशवाले कणों में विद्युत्‌ का वितरण निर्णीत होता है। इस दिशा में सिद्धान्त 
को पूर्ण बनाने के जितने प्रयत्व किये गये हैं वे सब असफल हुए हैं। अतएव यदि हम 
सिद्धान्त का निर्माण मैक्सवैल के समीकरणों के आधार पर कर भी सकें तो 
विद्युत-चुम्बकीय क्षेत्र का ऊर्जा-टेन्सर केवल आविष्ट-कणों से बाह्नवर्ती प्रदेश में ही 
ज्ञात हो सकेगा। जो 
आविष्ट कणों से बहिव॑र्ती ये प्रदेश ही ऐसे प्रदेश हैं जिनके लिए हम विश्वास 
कर सकते हैं कि हमें ऊर्जा-टेन्सर का सम्पूर्ण व्यंजक ज्ञात है। इनके लिए समी० (47) 
के अनुसार 
बी (६! 


02,, 


अविनाशित्व के नियमों के व्यापक व्यंजक ("लाला 8779785४078 07 
6 (णाइलाफग्यंगा शिएंप्रत०५)--इस धारणा को टालना हमारे लिए 
कठित' है कि अन्य समस्त परिस्थितियों में भी ऊर्जा का आकाशीय वितरण संमित 
ट्न्सर 7 ७ वीर ही व्यक्त होगा ओर पूर्ण ऊर्जा का यह टेन्सर सवेत्र अनुबंध (47८) 
का पालन करेगा। जो भी हो, इस परिकल्पना ( 28४ए070[07०४ ) के द्वारा हमें 
अनुकलित ( ॥706279| ) ऊर्जा के नियम का सही रूप प्राप्त हो जाता है। 

मान लीजिए कि कोई संवृत ( ८०5८०) अर्थात्‌ आकाश में सीमित काय- 
संघ (५५४८०:० ०६ 7042$) ऐसा है कि जिसके बाद्यवर्ती प्रदेश में 7 ७ यही 


व कप + जलएल कद, आओ 2000 + ( 47०) 





. $ ज्ञान की इस कमी को दूर करने के प्रयत्न यह मान कर किये गये हैं कि आविष्ट कण 
शुद्ध विचित्रताएं. (97076८ आए80०८८८७) ही हैं | किन्तु मेरी राय में इसका भर्थ यह है 

कि हमने द्रव्य की संरचना (४:४ए८ए०८८) को सत्यरूप में समझने की आशा ही छोड़ दी। मैं 
तो समझता हू" कि केवल आभासी सम्पधान से सन्तुष्ट हो जाने की अपेक्षा तो हमारी इस समय 
की अशक्यता को स्वीकार कर लेना ही अधिक श्रेयस्कर हे । 
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हैं। अब समीकरण (47८) को इस आकाश-खंड की सीमाओं के अन्दर अनुकलित 
करिए। तब 


0 गु' द 
क्‍ क्‍ हि । | हे 422. 45५ 4:४2 कक के 2४288 खाए: % जे पे औए 








तथा ट ४3 के अनकल भी शब्य हो जायेंगे। कोष्ठक के भीतर संपूर्ण काय-संघ के 
2 


संवेग के 7 से गृणित व्यंजक तथा ऋणात्मक ऊर्जा के व्यंजक विद्यमान हैं। अतः 
समी ० (49) अविनाशित्व के नियम को अनुकलित रूप में प्रस्तुत करता है। नीचे 


बके की हे का न 


द् 2 


चित्र--३ 





दिये हुए विवेचन से प्रगट हो जायगा कि इस समीकरण से ऊर्जा तथा अविनाशित्व के 
नियमों की धारणाएँ यथातथ रूप में उपलब्ध हो जाती हैं। है 





जाता है और जिसे हम चतुविमितीय रेखाचित्र में पट्टी के रूप में निदर्शित कर सकते | 


गेंकि - न्‍्तों है कि ड़ /7' है रे 
क्योंकि अनुकलन के सीमान्तों पर 7. के शन्‍्य होने के कारण--- 2, --५ 
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द्रव्य के ऊर्जा-टन्सर का घटनामूलक निरूपण 


( श/लाठ््रलार्गकट्टांटर्ण िलछा5उलयबप00 ० ६6 फ्रलएए 
व&7507 0 (७४८० ) 


द्रव-गतिकी के समीकरण ( परएवा०0वैशाक्षा८३ 80प३४०75 )--हमें यह 
तो ज्ञात है कि द्रव्य आविष्ट कणों से बना हुआ है, किन्तु हमें वे नियम नहीं माल्म 
जिन पर इन कणों की रचना आश्रित है। अतः यांत्रिक समस्याओं के विवेचन में हमें 
द्रव्य के ऐसे अयथार्थ वर्णन का सहारा लेना पड़ता है जो चिर-प्रतिष्ठित यांत्रिकी के 
वर्णन के सदृश ही है। भौतिक पदार्थों के घनत्व ० की तथा द्रव-गतिकीय दाब की 
मौलिक धारणाओं पर ही यह वर्णन अवरूम्बित है। 

मान लो कि उस द्रव्य का घनत्व उसी के साथ-साथ गमन करनेवाले किसी 
निर्देशांक-तंत्र की दृष्टि से अनुमानित किसी स्थान पर ७ है। तब विराम अवस्था 


में घनत्व ०, निश्चर होगा। यदि हम उस द्रव्य की गति को मनमानी समझ लें और 


दाब की उपेक्षा करे (यथा शून्याकाश में धूल के कण---उनके विस्तार तथा ठेम्परेचर 
की उपेक्षा करने पर) तो ऊर्जा-टेन्सर वेग के घटक' ४ » +र तथा ०५ पर आश्रित 


होंगे। 7 हे में टेन्सर के लक्षणों को सुरक्षित रखने के लिए हम मान लेंगे कि 


पे च्ूा0,/ ४8४ ४38 एक 3०803 ० हे के ६0) 


१ 

जहाँ त्रिविमितीयः निरूपण में # तु सती ० (47) से प्राप्त होते हैं । वस्तुतः समी ० 
(50) से यह परिणाम निकलता है कि जब (८-० होगा तब 7-०, हो जायगा 
(जो प्रति मात्रक आयतन की ऋणात्मक ऊर्जा के बराबर होता है) । और द्रव्यमान 
तथा ऊर्जा की तुल्यता के नियम तथा ऊर्जा-टेन्सर के उपर्युक्त भौतिक निर्वेचन 
(7५४८० 77067/07८09007 ) के अनुसार ऐसा ही होना भी चाहिए। यदि इस 


द्रव्य पर कोई बाह्य बल (चतुविमितीय' सदिश # ,) लछूग रहा हो तो संवेग तथा 


ऊर्जा के नियमों के अनुसार समीकरण-- 
. 
टू 0 9 
“4 ## 


(४, 05% 


का सन्तुष्ट होना आवश्यक है। अब हम यह प्रमाणित करेंगे कि इस समीकरण से हमें 

द्रव्य-कण की गति का वही नियमश्ग्राप्त हो जाता है जो हम पहले प्राप्त कर चुके हैं । 

कल्पना करिए कि इस द्रव्य का, आकाश में विस्तार अनन्ततः सूक्ष्म है अर्थात्‌ वह 
है द 


























५५० आपेक्षिकता का अभिप्राय 


ड़ कर 


एक चतुविमितीय सूत (४7८०५) है । तब आकाशीय निदर्शांक &,,४,,%, 
की अपेक्षा उस पूरे सूत पर अनुकलन करने से हम देखेंगे कि--- 


90. 4५9 
| [6 4५. 4:८,४2८, ++ | | ० मो 7 पं 4 ६:0,42८,६:, 
अब | 8,०५५./%,४*४, तो निश्चर है ही। अतः | ०,४०,/४,75945, भी निहचर 
है। हम इस अनुकल का परिकलन (८०»)८ए०ॉ०७४०॥) एक तो अपने चुने हुए अवस्थि- 
तित्वीय निर्देशांक-तंत्र की अपेक्षा करेंगे और दूसरे उस तंत्र की अपेक्षा करेंगे जिसमें 
उस द्रव्य का वेग शून्य हो। यह अनुकलन उस सूत के ऐसे तन्तु ([िश्था 


पर किया जायगा जिसके पूरे खंड ($८८०००) में ० का मान अचर समझा जा 
सके । यदि उन दोनों निर्देशांक-तंत्रों की अपेक्षा उस तन्‍्तु के आकाशीय आयतन 4ए. 


तथा ४7, हों तो 





7०, र्ए4(-- | ०५4६: ः 


और इसलिए 
रध ह॥॥ 


५." 5 
पं आओ 2, पा का 


42८, 
यदि हम पहलेवाले अनुकल के दक्षिण पक्ष में इस समीकरण के दक्षिण पक्ष का 


प्रतिस्थापन कर दें और --7.कों अनुकल-चिह्न के बाहर रख दें तो-- 


| ०4० स्स्स 6५ धए, 


रथ #१4,, ईंट 
5 एव “कर पर एक) 
अतः स्पष्ट हो जाता है कि ऊर्जा-टेन्सर की व्यापकीकृत (8०70०:७$८०) धारणा 
हमारे पूर्व-लब्ध परिणाम से सुसंगत है। 
आदर्श तरलों (7८०८४ 0४०5) के लिए आयलर (.20]07) के समीकरण-- 

वास्तविक द्रव्य के आचरण के अधिक समीप पहुँचने के लिए हमें ऊर्जा-टेन्सर में एक 
पद और जोड़ना पड़ेगा जो दाब का अनुरूपी हो । आदर्श तरल का सरलूतम उदाहरण 
वह है जिसमें दाब किसी अदिष्ट £ के द्वारा निर्णीत होता है। इस दशा में स्पशरेखीय 

0029270/४) प्रतिबलों के अभाव के कारण ऊर्जा-टेन्सर में दाब का अंशदान 
28... के रूप में होना चाहिए। अतः हमें लिखना होगा कि--- 


१ | 08 


पृ कत्ाएण०8 ४ 20 ग «७9 डे ४ डी 2४४ । 


ही 




















प्य्ड >> 252 
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तब विराम अवस्था में द्रव्य का घनत्व अथवा ऊर्जा प्रति मात्रक आयतन ०- न होकर 
० - ? हो जायगा कक्‍्योंकि-- 











है 5 853 दस 2 सा 2 
यदि बल का बिलकुरू अभाव हो तो 
08 का सा आ 0४, न 0(०॥, 2१ 
0४, बा 02, | 02 , गा 0४, क 
5 





यदि हम इस समीकरण को (७ न फू से गुणा करके समस्त #-ओं के 
लिए प्राप्त समीकरणों को जोड़ दें तो (4०0) की सहायता से 





5 2 49 
ब् कक हम घ्प्ः **०००००००००००१०००००***-०*****०*- (52 ) 
| 9 
42८ प्र 
जिसमे हमने दस के स्थान डा लिख दिया है। यही सांतत्य-समीकरण 


८'ुप्थ४०7 ०९ ८०7८:पां८०) है। इसमें और चिर-प्रतिष्ठित यांत्रिकी के 


समीकरण में केवल पद का ही भेद है और यह पद इतना छोटा होता है कि 


धर 

व्यावहारिक दृष्टि से यह लगभग शून्य के बराबर ही समझा जा सकता है। समी० 

52) को ध्यान में रखने से अविनाशित्व के नियम यह रूप धारण कर लेते हैं-- 
॥ का 0? 


0 पु नै ॥ 54 न 


म्ल्य () 2३७५१ कक कक कक क्लस कक डक कर लक भल | 
| थी 02, (53 


प्रथम तीन संकेतांकों के लिए तो स्पष्टत: यह समीकरण आयलर के समीकरणों 
के अनुरूप है ही और व्यापकीकृत ऊर्जा-नियम का इस बात से और भी अधिक 
समर्थन हो जाता है कि प्रथम सन्निकटन (£750 9[0०5य779007) तक 
समी० (52) और (53) चिर-प्रतिष्ठित यांत्रिकी के द्रव-गतिकीय समीकरणों 
के भी अनुरूप हैं। द्रव्य के (या ऊर्जा के) घनत्व में भी टेन्सर के लक्षण विद्यमान 


होते हैं। विशेषतः वह संमित टेन्सर होता है। 


मे 





































तीसरा अध्याय 


आपेक्षिकता का व्यापक सिद्धान्त 
(० 6छाथ्षर्भ 7००५४ ० 7१०।७४४१४ए ) 


प्रथम खंड 


अब तक का विवेचन इस संकल्पना पर आधारित था कि भौतिक घटनाओं के 
विवरण के लिए समस्त अवस्थितित्वीय' निदशांक -तंत्र तुल्यरूपी होते हैं और प्रकृति 
के नियमों को वैधानिक रूप देने के लिए ये अन्य प्रकार की गतिवाले निर्देशाकाशों 
की अपेक्षा अधिक वांछनीय होते हैं । किन्तु उस विवेचन के अनुसार न तो प्रेक्ष् 
वस्तुओं में और न गति की धारणा में हम किसी भी ऐसे कारण की कल्पना कर सकते 
है कि जिससे किसी विशिष्ट प्रकार की गति अन्य श्रकार की गतियों की अपेक्षा वरिष्ठ 
समझी जा सके । इसके विपरीत हमें इस तथ्य को दिक्‌ू-कारू-सांतित्यक का ही एक 
स्वतंत्र लक्षण समझना पड़ता है। विशेषतः ऐसा जान पड़ता है कि अवस्थितित् 
का नियम ही हमें दिकू-काल-सांतत्यक में कुछ वस्तुनिष्ठ भौतिक गुणों का अस्तित्व 
स्वीकार करने के लिए बाध्य करता है। जैसे न्यूटन के दूष्टिकोण से ये दोनों बातें 
कहना ठीक था कि “काल निरपेक्ष है” और “आकाश भी निरपेक्ष है” उसी तरह 
विशिष्ट आपेक्षिकता के दृष्टिकोण से हमें यह कहना पड़ता है कि “दिक्‌-काल-सांतत्यवे 
निरपेक्ष है” । इस अंतिम वक्तव्य में. निरपेक्ष का अर्थ केवल “भौतिकीय दृष्टि से 
वास्तविक” ही नहीं है, किन्तु “अपने भौतिक गुणों से स्वतंत्र” भी है अर्थात्‌ उसमें 
भौतिक गुण तो विद्यमान हैं, किन्तु स्वयं उस पर भौतिक परिस्थितियों का कोई प्रभाव 
नहीं पड़ता।॥। | द 0 
जब तक अवस्थितित्व (70०7४9) का नियम भौतिक विज्ञान का आवश्यक आधार 
समझा जाता हैं तब तक तो केवल यही दृष्टिकोण तकंसंगत समझा जा सकता है। 
किन्तु इस प्रचलित धारणा के विरुद्ध दो गंभीर आपत्तियाँ हैं। पहली बात तो यह है 
कि किसी ऐसी वस्तु (दिक्‌-काल-सांतत्यक) की कल्पना ठी विज्ञान की विचार-शछी 


हा 
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के विरुद्ध है जो स्वयं तो अन्य वस्तुओं पर कार्य कर सकती है, किन्तु जिस पर अन्य 
वस्तुओं की क्रिया नहीं हो सकती। यही कारण है जिससे मैख (5, ॥/(५८४) ने 
यांत्रिकी के तंत्र में से आकाश को सक्रिय कारण” (३८४ए८ ८४०४८) के स्थान 
से हटाने का प्रयत्त किया था। उसके मतानुसार, द्रव्य-फयण आकाश की अपेक्षा 
नहीं, किन्तु विश्व के अन्य सब भौतिक द्रव्यों के केन्द्र की अपेक्षा अत्वरित वेग 
से गमन करता है। इस प्रकार न्यूटव तथा गलीलियो की यांत्रिकी के प्रतिकूल, 
यांत्रिक घटनाओं के कारणों की परम्परा सीमित हो गयी । क्रिया के माध्यम-मरूक 
आधुनिक सिद्धान्त की सीमाओं में इस धारणा का विकास करने के लिए, दिक्‌-काल- 
सांतत्यक के अवस्थितित्व-जनक गुणों को विद्युतृ-चुम्बकीय क्षेत्र के सदश ही किसी 
क्षेत्र के गुण समझना चाहिए। चिर-प्रतिष्ठित यांत्रिकी की धारणाओं में से ऐसा 
करने का कोई रास्ता नहीं निकलता । इसलिए मैख का प्रयत्न उस समय असफल 
हो गया। इस दृष्टिकोण पर हम पुनः छौटकर आयेंगे। दूसरी बात यह है कि चिर- 
प्रतिष्ठित यांत्रिकी में एक त्रुटि रह गयी है जिसकी सीधी माँग यह है कि आपेक्षिकता 
के सिद्वात्त को अधिक विस्तृत बनाकर ऐसा रूप दे दिया जाय कि वह ऐसे निर्देशाकाशों 
पर भी छागू हों सके जिनकी अन्योन्य' सापेक्ष गति एक समान (अचर वेगवाली ) 
न हो। यांत्रिकी मे॑ दो वस्तुओं के द्रव्यमानों के अनपात को निर्धारित करने की दो 
रीतियां हैं और उन दोनों में मौलिक भिन्नता है। एक परिभाषा के अनुसार तो यह 
_(द्रव्यमानों का अनुपात ) एक ही वाहक बल के द्वारा उन वस्तुओं में उत्पन्न त्वरणों 
के अनुपात के व्युत्कम (7०८ा/7०८४/) के बराबर होता है. (अवस्थितित्वीय' द्रव्य- 
मान+-770779 70955 ) । दूसरी परिभाषा के अनुसार यह एक ही गुरुत्वीय-द्षेत्र में 
उन वस्तुओं पर लूगनेवाले बलों के अनुपात के बराबर होता है (गुरुत्वीय, द्रव्यमानर- 
87407080079/ 77455) । इतनी अधिक भिन्न रीतियों से निर्धारित होने पर भी. 
दव्यमानों के इन दोनों अनुपातों की समता ऐसा तथ्य है जिसका समर्थन बड़ी उत्कृष्ट 
_यधार्थतावाले प्रयोगों से (इयोटवों <5 26:96$ के प्रयोगों से) हो चुका है। किन्तु 
'चिरुप्रतिष्ठित यांत्रिकी इस समता का स्पष्टीकरण किसी प्रकार भी नहीं कर सकती । 
किन्तु यह स्पष्ट है कि विज्ञान इस सांख्यिक समता को मान्यता देने का अधिकारी 
पूर्णतः तब ही हो सकता है जब यह सांख्यिक समता इन दोनों स्वतंत्र धारणाओं में 
. निहित वास्तविकताओं की एकरूपता में परिणत हो जाय । 

नीचे दिये हुए विवेचन से यहू प्रगट हो जायगा कि आपेक्षिकता के सिद्धान्त के 
. विस्तारण से यह उद्देश्य सचमुच सफल हो सकता है। थोड़ा ही सा विचार करने से 




















पण्ड .. आपेक्षिकता का अभिप्राय 


यह स्पष्ट हो जाता है कि अवस्थितित्वीय तथा गुरुत्वीय द्रव्यमानों की समता के नियम 
का अभिप्राय यही है कि गुरुत्वीय-क्षेत्र के कारण वस्तुओं में जो त्वरण उत्पन्न होता है 
वह उन वस्तुओं के गुणों पर अवरूम्बित नहीं होता क्‍योंकि गुरुत्वीय (274ए६- 
४079] ) क्षेत्र में न्‍्यूटन के गति-समीकरण का पूर्ण रूप यह है: 

(अवस्थितित्वीय द्रव्यमान) »<त्वरण--( गुरुत्वीय क्षेत्र की तीब्रता ))८ (गुरुत्वीय 
द्रव्यमान ), स्पष्ट है कि वस्तु के गुण से त्वरण केवल उसी दशा में स्वतंत्र हो सकता है 
जब अवस्थितित्वीय द्रव्यमान और गुरुत्वीय' द्रव्यमान सांख्यिक रूप से बराबर हों। 
अब मान लीजिए कि हैं कोई अवस्थितित्वीय-तंत्र है। इस तंत्र की अपेक्षा वे सब 
द्रव्य-पंंज त्वरण विहीन होंगे जो एक दूसरे से पर्याप्त दूरी पर अवस्थित हों। यदि कोई 
दूसरा निर्देशांक-तंत्र |£ ऐसा हो जिसकी #-सापेक्ष गति का त्वरण एक-समान (अचर) 
हो तो उसकी अपेक्षा इन्हीं द्रव्य-पूंजों की गति कैसी होगी ? /*” की अपेक्षा इन समस्त 
पुंजों का त्वरण बराबर तथा समान्तर दैशिक होगा अर्थात्‌ उनका आचरण बिलकुल 
ऐसा होगा मानो 7९“ तो त्वरणविहीन है, किन्तु उसमें एक गुरुत्वीय क्षेत्र विद्यमान है। 
“इस गुरुत्वीय-क्षेत्र का कारण क्‍या है ?” इस प्रइन का विवेचन यदि आगे के लिए _ 
स्थगित कर दिया जाय तो इस गुरुत्वीय-क्षेत्र को वास्तविक न समझने का हमारे पास कोई _ 
कारण नहीं रह जाता। अर्थात्‌ चाहे हम *” को अचल समझकर गुरुत्वीय-द्षेत्र के 
अस्तित्व को स्वीकार कर लें चाहे यह मान ले कि ग्रुत्वीय-क्षेत्र का अस्तित्व 
तो नहीं है, किन्तु ही ऐसा निर्देशांक-तंत्र है जो इस दशा में 'अनुप्रयोज्य 
(9/0990०) समझा जा सकता है। दोनों ही बातें बिलकुल एक-सी अथवा 
तुल्यरूपी (८तृणंए०॥८) हैं। | तथा ६” निर्देशांक-तंत्रों की पूर्ण भौतिक 

_तुल्यता का ही नाम तुल्यता का सिद्धान्त” ([एएल96 ०६ ८वृषांए्श०१०६) 
है। स्पष्टतः ही इस सिद्धान्त में और अवस्थितित्वीय तथा गुरुत्वीय द्रव्यमानों 
की समता के नियम में घनिष्ठ सम्बंध है। इससे यह प्रगट होता है कि आपेक्षिकता 
का सिद्धान्त विस्तारित रूप में ऐसे निर्देशांक-तंत्रों पर भी लागू हो सकता है 
जिनकी अन्योन्य सापेक्ष गति का वेग एक-समान (अचर) न हो। वस्तुतः इस 

परिकल्पना के द्वारा हमें अवस्थितित्व तथा गरुत्व की एकात्मकता का परिचय 
मिलता है। क्योंकि हमारे इस दृष्टिकोण से, रिं की अपेक्षा जो द्रव्य-पंज केवल अवस्थि 
तित्व के अधीन दिखाई देते है वे ही [(” की अपेक्षा अवस्थितित्व तथा ग्रुत्व के सम्मिलित . 
प्रभाव के अधीन जान पड़ते हैं। मेरा विश्वास तो यह है कि अवस्थितित्व तथा गुरुत्व 
की संख्यात्मक समता को इन दोनों की प्राकृतिक एकात्मकता पर आश्रित समझने । 

















आपेक्षिकता का व्यापक सिद्धान्त... ५५ 


की संभावना से आपेक्षिकता के सिद्धान्त को चिर प्रतिष्ठित यांत्रिकीय धारणाओं की 
अपेक्षा अधिक श्रेष्ठता प्राप्त हो जाती है और इस सिद्धान्त के विकास में जिन कठि- 
_ ज्ाइयों का सामना करना पड़ता है उन्हें इस प्रगति की तुलना में बहुत छोटी समझना 
चाहिए । द 
अन्य समस्त निर्देशांक-तंत्रों से अवस्थितित्वीय-तंत्रों की वरिष्ठता अनुभव के द्वारा 
इतनी दुढ़ता से प्रमाणि त हो चुकी है कि अब इस मान्यता को त्यागने का समर्थन किस 
तरह किया जा सकता है? अवस्थितित्व के सिद्धान्त में कमजोरी यह है कि 
उसमें चत्रीय तके (22प7८४९४ 7॥ & ८ंए८७) का उपयोग किया गया है। द्रव्य- 
पंज की गति त्वरण विहीन तब होती है जब वह अन्य द्रव्य-पुंजों से पर्याप्त दूरी पर 
अवस्थित हो और वह अन्य पुंजों से पर्याप्त दूरी पर है इस बात को हम तभी जान सकते 
हैं जब हमें यह तथ्य मालूम हो कि उसकी गति त्वरणविहीन' है। क्या कोई अवस्थिति- 
त्वीय निर्देशांक-तंत्र वास्तव में ऐसे हैं जो दिक्‌ू-कालू-सांतत्यक के अत्यन्त विस्तीर्ण 
: ग्रदेशों के लिए अथवा सम्पूर्ण विश्व के लिए उपयोगी हों ? यदि हम सूर्य तथा ग्रहों के 
कारण उत्तन्न हुए विक्षोमों (0४0प7००0४०75) को उपेक्षणीय समझ लें तो हम यह 
मान सकते हैं कि हमारे ग्रह-मंडडीय आकाश ([]47८८७7५ $2८०९) में अवस्थितित्व 
के सिद्धान्त की सत्यता अति उच्च कोटि के सन्निकटन तक प्रमाणित हो गयी है। इसी 
बात को अधिक यथार्थता पूर्वक हम यों कह सकते हैं कि ऐसे भी कुछ परिमित 
प्रदेश विद्यमान हैं जहां किसी समुचित प्रकार से चुने हुए निर्देशांक-तंत्र की अपेक्षा 
: द्रव्य-कण स्वतंत्रता पूर्वक बिना त्वरण के गमन करते हैं और जिनमें विशिष्ट 
आपेक्षिकता-सिद्धान्त के नियमों का पालन विलक्षण यथार्थता पूर्वक होता है। ऐसे 
प्रदेशों का नाम हम “गलीलीय' प्रदेश” ((थ०४॥ 7८९००) रख देंगे। प्रारम्भ 
में हम ज्ञात गुणों और लक्षणोंवाले ऐसे प्रदेशों का ही विवेचन करेंगे । 
...तुल्यता के सिद्धान्त के अनुसार यह आवश्यक है कि गलीलीय' प्रदेशों के लिए 
अवस्थितित्वीय तंत्रों के समान' ही अन-अवस्थितित्वीय (7णाना॥०:४०/) तंत्रों का 
अर्थात्‌ ऐसे तंत्रों का भी व्यवहार कर सकते हैं जिनकी गति अवस्थितित्वीय निर्देशांक- 
तंत्रों की अपेक्षा त्वरण-विहीन अथवा घूर्णन-विहीन न हो। इसके अतिरिक्त यदि हम 
_कतिपय निर्देशांक-तंत्रों की वरिष्ठता के वस्तुनिष्ठ कारण सम्बंधी कष्ट-दायक प्रश्न से 
. पूरा छुटकारा पाना चाहते हैं तो मनमानी गति से चलनेवाले निर्देशांक-तंत्रों के उपयोग 
को भी मान्य समझना आवश्यक है ।* किन्तु गंभी रतापूर्वक ऐसा प्रयत्न करते ही आकाश 
और काल की उस भौतिक अभिष्ल्‍गकति से विरोध खड़ा हो जाता है जो हमें विशिष्ट 

















््छ्द . आपेक्षिकता का अभिष्राय 


आपेक्षिकेर के सिद्धान्त से प्राप्त हुई थी। मान लीजिए कि 8” ऐसा निर्देशांक-तंत्र है 
जिसका <2“-अक्षे-&्‌” के »-अक्ष का संपाती है और जो इस अक्ष पर एक समान 
कोणीय वेग से घूम रहा है+ तब क्या 5“ की अपेक्षा अचल परिदृढ़ वस्तुओं का संरूपण 
(८०००१४प7००००४) यूकक्‍्लिडीय ज्यामिति के नियमों का पालन करेगा ? (₹" तंत्र के 
अवस्थितित्वीय न होने के कारण हम नहीं जानते कि ॥%” की अपेक्षा परिदृढ़ वस्तुओं के 
संरूपण के नियम अथवा व्यापक रूप से प्राकृतिक नियम क्या हैं । किन्तु अवस्थितित्वीय- 
तंत्र | की अपेक्षा हमें ये नियम मालूम हैं और इस कारण हम 78“ की अपेक्षा भी उन 
नियमों के रूप का अनुमान कर सकते हैं। 7” के ८४१ समतल में मूल बिन्दु को केद्र 
मानकर खींचे हुए एक वृत्त तथा उसके व्यास की कल्पना करिए । और यह भी कल्पना 
करिए कि हमारे पास बराबर नाप की परिदृढ़ छड़ें बहुत बड़ी संख्या में विद्यमान 
हैं। मान लीजिए कि ये छड़ें उस वृत्त की परिधि तथा व्यास की रेखाओं पर श्रेणी- 
बद्ध रूप में बिछा दी गयी हैं और ये सब 7१” की अपेक्षा अचल हैं। तब यदि परिधि. 
पर रखी हुई छड़ों की संख्या (7 है और व्यास पर रखी हुई छड़ों की संख्या ।) है और 


यदि की अपेक्षा रि/ घर्णन नहीं करता है तो हम देखेंगे कि--- 
आओ 
| ७ ७ ॥र 


किन्तु यदि [९ घूृर्णण करता हो तो परिणाम दूसरा ही निकलेगा। मान लीजिए 
कि 7 के किसी निश्चित समय 7 पर हम समस्त छड़ों के सिरों के स्थानों का 
निर्णय करना चाहते हैं। 7 की अपेक्षा परिधि की सभी छड़ों में लोरेन्ट्ज़ आकुंचन 
हो जायगा, किन्तु व्यास की छड़ों में लम्बाई की दिशा में यह आकुंचन नहीं होगा ( * 
अतः परिणाम यह होगा कि-- 

प्‌ 

तु >गर 
इससे यह प्रगट होता है कि परिदृढ़ वस्तुओं के संरूपण के -सापेक्ष नियमों में तथा 
यूक्लिड की ज्यामिति द्वारा निर्धारित नियमों में सांगत्य नहीं है। और यदि हम # 
के साथ-साथ घूर्णन करनेवाली दो बिलकुल एक-सी घडियां लेकर एक को उस वृत्त 


इस विवेचन में मान लिया गया हे कि छड़ों और घड़ियों का आचरण बैग पर तो 
अवलूम्बित होता है, किन्तु त्वरण पर नहीं अथवा कम से“कम त्वरण का प्रभाव वेग के प्रमाव का 
विरोधी तो नहीं द्ोता | 
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की परिधि पर रख दें और दूसरी को केन्द्र पर तो 7 के दृष्टिकोण से यह मालम 
होगा कि केन्द्र की घड़ी की तुलना में परिधिवाली घड़ी सुस्त है । यदि हम 7” की 
अपेक्षा काछ की परिभाषा सर्वथा अप्राकृतिक रीति से न कर दें (अर्थात्‌ इस प्रकार न 
कर दें कि १” की अपेक्षा प्राकृतिक नियम काल पर स्पष्टतः अवरूम्बित हों) तो ॥7” 
के दष्टिकोण से भी ऐसा ही होना चाहिए, अतः आकाश और काल की जो परिभाषा 
विशिष्ट आपेक्षिकता के सिद्धान्त में अवस्थितित्वीय तंत्रों की अपेक्षा दी गयी थी वही 
ए" की अपेक्षा नहीं दी जा सकती। किन्तु तुल्यता के सिद्धान्त के अनुसार यह भी 
समझा जा सकता है कि ९ तंत्र स्थिर है, किन्तु उसमें एक गृरुत्वीय क्षेत्र विद्यमान है 
(अपकेन्द्र बल (८०००४7पि8ठ० 407०८) तथा कोरियोलिस बल ( (०7075 407०८) 
क्ा क्षेत्र |। फलतः हम इस परिणाम पर पहुँच जाते हैं कि दिक-काल-सांतत्यक के 
मापन सम्बंधी नियम गुरुत्वीय क्षेत्र द्वारा प्रभावित होते हैं--यहां तक कि वे उसी के 
द्वारा निर्णीत भी होते हैं। यदि हम आदर्श परिदृढ़ वस्तुओं के संरूपण को ज्या- 
 मितीय विधि से व्यक्त करना चाहें तो गुरुत्वीय क्षेत्र की उपस्थिति में अनुप्रयोज्य 
 ज्यामिति यूक्लिडीय' नहीं हो सकती । 


जिस उदाहरण पर अभी हम विचार कर रहे थे ठीक वैसा ही उदाहरण हमें 
वक्रतलों ( ८प्राःए८ठ $प्रा4००४) के द्वि-विमितीय विवेचन में भी मिलता है। इसमें 
भी दीर्घवत्तन ((!३७०५००) के पृष्ठ के जसे किसी वक्र-तलू पर ऐसे निर्दशांकों का 
निर्धारण असंभव है जिनमें मापन की अभिव्यक्ति सुगम हो। किन्तु समतल पृष्ठ 
पर कार्तीय निर्देशांक, »,, &, प्रत्यक्षतटः उन लम्बाइयों का निरूपण करते हैं जो 
माप-दंड से नापी जा सकती हैं। गाउस (७४७७७) ने अपने वक्रतलों के सिद्धान्त 
में इस कठिनाई को दूर करने के लिए वक्रेखीय निर्देशांकों का उपयोग किया था जो 
संततता के प्रतिबंधो का तो पालन करते थे, किन्तु थे बिलकुल मनमाने। बाद में तो 
इन निर्देशांकों का सम्बंध उन वक्र-तलों के मापीय (77०07८०) ) गुणों के साथ भी. 
स्थापित हो गया था। ठीक उसी तरह हम भी आपेक्षिकता के व्यापक सिद्धान्त में ऐसे 
मंनमाने निर्देशांकों (१९, , ४५ , ४, » 2५) की प्रस्तुत करेंगे जो दिक्‌-काल के बिन्दुओं को 
 संख्याओं के द्वारा अनन्य रूप से इस प्रकार निरूपित कर सकें कि निकटवर्ती घटनाओं 
का सम्बंध इन निर्देशांकों के निकटवर्ती मानों के साथ स्थापित हो जाय । इस बात के 
सिवाय' इन निर्देशांकों का चुनाव सर्वथा मतमाना है। आपेक्षिकता के सिद्धान्त के 
.. साथ अत्यन्त व्यापक रूप से यथार्थ*सांगत्य को सुरक्षित रखने के लिए यह आवश्यक 
_- है कि प्राकृतिक नियमों को ऐसा रूप दे दिया जाय कि वे प्रत्येक चतुविमितीय निर्देशांक॑- 
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तंत्र में मान्य बने रहें अर्थात्‌ उन नियमों को व्यक्त करनेवाले समीकरण किसी भी 
प्रकार के मनमाने रूपान्तरण के प्रति सहचर हों। 

गाउस के वक्रतलों के सिद्धान्त में और आपेक्षिकता के व्यापक सिद्धान्त में सबसे 
महत्त्वपूर्ण सम्पर्क-बिन्दु उन मापीय गुणों में अवस्थित है जिन पर दोनों ही सिद्धान्तों 
की धारणाएँ मुख्यतः: आधारित है। वक्रतलों के सिद्धान्त में गाउस का तक यह है। 
समतल ज्यामिति ([/9॥76 8०0०77८४9 ) दो अनन्तत: समीप बिन्दुओं की दूरी ८& 
पर आधारित की जा सकती है। दूरी की इस धारणा में कुछ भौतिक अभिव्यक्ति 
विद्यमान है क्योंकि यह दूरी किसी परिदृढ़ माप-दंड के द्वारा प्रत्यक्षतः नापी जा सकती 
है। समुचित कार्तीय' निर्देशांकों को चुनकर इस दूरी को इरा सूत्र के द्वारा व्यक्त किया 
जा सकता है। 

४ - 45% -- ० 


इस राशि के आधार पर अल्पान्तरी (2००9 ८कह्ष०) [७ | ८४8 -- ० | द्वारा परि- 


भाषित सरल रेखा की धारणा को तथा अन्तराल, वृत्त तथा कोण की उन धारणाओं 
को भी आधारित किया जा सकता है जिनके द्वारा यक्लिड की समतल ज्यामिति का 
निर्माण हुआ है। इसी प्रकार किसी अन्य संतत वक्र-तलू पर भी एक ज्यामिति का 
निर्माण हो सकता है, यदि हम इस बात को ध्यान में रखें कि उस वक्रतल का अनन्ततः 
स्वल्प खंड भी अपेक्षाकृत अत्यल्प राशियों तक समतलू ही समझा जा सकता है (अर्थात्‌ 
एसा समझन म सभाव्य भूल अपेक्षाकृत अत्यल्प राशियों से अधिक नहीं हो सकती ) 
उस वक्र-तल के ऐसे अत्यल्प खंड पर कार्तीय निर्देशांक 2, », , स्थापित किये जा सकते 
हैं ओर दो बिन्दुओं की माप-दंड के द्वारा नापी हुई दूरी को 
48 --+ बडा 5 -- 45. 

के द्वारा व्यक्त किया जा सकता है। 

यदि हम उस वक्रतलू पर मनचाहे वक्र-रेखीय निर्देशांक », , », स्थापित करें 
तो 45, को 45, , 42८, के रैेखिक (एक घात) पदों के द्वारा व्यक्त किया जा 
सकता है। तब उस तल पर सर्वत्र 


457 | हावी नी 2002 45, -+- £,,4:2८ 


जहाँ £,, , 8५ / £% के मान उस वक्रतल के लक्षणों तथा चुने हुए निर्देशांकों के स्वरूप 
द्वारा निर्णीत होंगे । यदि ये राशियाँ ज्ञात हो जाथँ तो यह भी ज्ञात हो जायगा कि 
उस तल पर परिदृढ़ छड़ों का जाल कैसे बिछाया जाय। दूसरे दब्दों में, वक्र-तलों की 
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वमननन्‍्सभ्प»&+< लक पाप यार सपर 55 जननी वलव सकती काल: 


हि मे 








आपेक्षिकता का व्यापक सिद्धान्त के 


ज्यामिति भी 45 के इस व्यंजक के आधार पर उसी तरह बनायी जा सकती है जिस 
तरह इसके अनुरूपी व्यंजक के आधार पर समतलरू-ज्यामिति का निर्माण हुआ था। 
भौतिकी के चतुविमितीय दिक्‌-काल सांतत्यक में भी इसी प्रकार के अनुबंधों का 
उपयोग किया जाता है। यदि किसी प्रेक्षक का किसी गुरुत्वीय क्षेत्र में निर्बाध (7०८५) 
पतन हो रहा हो तो उसके अत्यन्त निकटवर्ती प्रदेश में उसे गुरुत्वीय क्षेत्र के अस्तित्व 
का भान नहीं होता । इसलिए दिक्‌-काल सांतत्यक के किसी भी अनन्ततः स्वल्प खंड 
को हम सदैव गलीलीय मान सकते हैं। इस अनन्ततः स्वल्प खंड में एक अवस्थितित्वीय 
निर्देशांक-तंत्र भी होगा (जिसमें आकाशीय निर्देशांक हू, , 5, , 5. होंगे और काल का 
निर्देशांक 5, होगा) और इस तंत्र की अपेक्षा विशिष्ट आपेक्षिकता के नियम भी मान्य' 
होंगे। फलत: जिस राशि को हम अपने माप-दंडों तथा घड़ियों के द्वारा प्रत्यक्षत: नाप 
सकते हैं अर्थात्‌... 
डा -+- 47 +- 4-45 
अथवा इसी की ऋणात्मक राशि द 
4४ -- --- ४४. -- ८5,?- /£.* -- ४ पे «« (54) 
का मान दो निकटवर्ती घटनाओं (अर्थात्‌ चतुविमितीय सांतत्यक के बिन्दुओं ) के लिए 
अनन्यतः निर्णीत निशचचर होगा, किन्तु शर्ते यह है कि हमारे माप-दंड ऐसे हों जो एक 
ही स्थान पर लाकर अध्यारोपित करने पर बिलकुल बराबर रूम्बाई के निकलें और 
हमारी घडियां भी एसी हों जिन्हें एक ही स्थान पर लाकर देखने से उनकी चाल में 
बिलकुल फ़क न निकले । इसमें यह भौतिक संकल्पना आवश्यक है कि दो माप-दंडों 
की आपेक्षिक लम्बाइयाँ और दो घड़ियों की आपेक्षिक चालें सिद्धान्ततः उनके पूर्व 
इतिहास पर अवरूम्बित नहीं होतीं। किन्तु इस संकल्पना का समर्थन तो अनुभव से 
हो जाता है। यदि ऐसा न होता तो अत्यन्त तीक्ष्ण (४0979 ) स्पैक्ट्रम-रेखाओं का 
अस्तित्व भी संभव न होता क्योंकि एक-ही तत्त्व के विभिन्न परमाणुओं का पूर्व इतिहास 
निस्‍्सन्देह एक-सा नहीं हो सकता। और यदि यह मान लिया जाय कि पूर्व इतिहास 
के अनुसार परमाणुओं के गुणों में अन्योन्य-सापेक्ष परिवर्तन हो जाता है तो यह मानना 


बिलकुल तर्क-विरुद्ध हो जायगा कि उन परमाणुओं के द्रव्यमान अथवा उनकी नेज 


आवृत्तियाँ (707०7 77००प८०८०४५) किसी भी समय बराबर रही हों। 

किन्तु परिमित विस्तारवाले दिक्‌ू-कालीय प्रदेश साधारणत: गलीलीय नहीं होते । 
अतः परिमित प्रदेश में मान्य किसी"भी प्रकार के निदेशांक ऐसे नहीं हो सकते जिनके 
उपयोग से ग्रुत्वीय क्षेत्र की उपस्थिति का निराकरण हो सके। और इसीलिए ऐसे भी 
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कोई निर्देशांक नहीं चुने जा सकते जिनकी अपेक्षा विशिष्ट आपेक्षिकता-सिद्धान्त के 


मापीय अनुबंध किसी परिमित प्रदेश में मान्य समझे जा सकें। किन्तु उस सांतत्यक के. 


दो निकटवर्ती बिन्दुओं (घटनाओं) के लिए निश्चर 45 का अस्तित्व सदैव निश्चित है। 
यह निश्चर मनचाहे निर्देशांकों के द्वारा व्यक्त किया जा सकता है। यदि हम यह स्मरण 
रखें कि स्थानीय (|0८४) 4८, निर्देशांकों के अवकलों (४.४) के एक घात पदों के 


द्वारा व्यक्त हो सकता है तो ८४४” को हम यों व्यक्त कर सकते हैं-- 
4४ -- 8,,,१%, 42, सा 2 ४ (55) 


इस' मनमाने निर्देशांक-तंत्र के सापेक्ष, यह फलन 8, दिंकू-काल-सांतत्यक के मापीय 


अनुबंधों को भी प्रगट करता है और गुरत्वीय क्षेत्र को भी। आपेक्षिकता के विशिष्ट 
सिद्धान्त के समान ही, यहां भी हमें चतुविमितीय सांतत्यक के आकाश रूपी तथा काल- 
रूपी रेखा-खंडों में विभेद करना पड़ेगा। हमने चिह्न का जो परिवर्तत कर दिया है 
उसके कारण, काल रूपी रेखा-खंडों का ८४ वास्तविक होगा और आकाश-रूपी रेखा 
खंडों का ८६ काल्पनिक होगा। काल-रूपी ८ का माप समुचित रूप से चुनी हुई घड़ी के 
द्वारा किया जा सकता है। द ्ि 
ऊपर के विवेचन से स्पष्ट हो जाता है कि आपेक्षिकता के व्यापक सिद्धान्त का 
निर्माण करने के लिए निश्चरों के और टन्‍्सरों के सिद्धान्तों का व्यापकीकरण ((००१९- 
एथ5800॥) भी आवश्यक है। प्रइन यह है कि उन समीकरणों का रूप कैसा होना 
चाहिए जो मनमाने बिन्दु-रूपान्तरणों के प्रति सहचर रहें। व्यापकीकृत टेन्सर-कलन 
(7८7507 ८रभ८परांप5) का विकास तो आपेक्षिकता-सिद्धान्त से बहुत पहले ही 
' गणित््ञों द्वारा कर लिया गया था। गाउस की विचारधारा का विस्तार करके रीमान 
(रितेश) ने ही सबसे पहले उसे बहु-विमितीय सांतत्यकों के लिए उपयोगी 
बनाया। भविष्य-द्रष्टा की भांति उन्होंने यूक्लिड की भूमिति के इस व्यापकीकरण का 
भौतिक अर्थ समझ लिया। और तब टेन्सर-कलन के रूप में इस सिद्धान्त का विकास 
किया गया---मुख्यतः रिकी (+९८८) और लेवी-सिविटा ([.००छ-(ज्छ ) द्वारा । 
इस टेन्सर-कलन की सबसे अधिक महत्त्वपूर्ण गणितीय धारणाओं और प्रक्रियाओं का 
संक्षिप्त विवरण देने का यही उचित स्थान है। 


प्रतिचर (८०7४-४०००४४०४८) सदिश उसे क्हते हैं जिसके चारों घटक 3 
प्रत्येक निर्देशांक-तंत्र की अपेक्षा, ४, के ऐसे फलन होते हैं जिनका किसी अन्य निर्देशांक 














आपेक्षिकता का व्यापक सिद्धान्त ६९ 


तंत्र में रूपान्तरण निर्देशांकों के अवकलों (८, ) के अनुपात में होता है। अर्थात्‌ 


न 75% मे 2 ४ 
हम की हम ३५ हे ग्् 934 56 
02 , 





>नपललकमल- जे 


इन प्रतिचर सदिशों के अतिरिक्त कुछ सहचर ((:०-४५००००५८) सदिश भी होते हें ॥ 
यदि 9 मु किसी सहचर सदिश के घटक हों तो उस के रूपान्तरण का नियम होगा-- 





0 उसे 3 श्र मम 49 (57) 


द सहचर सदिश की परिभाषा ऐसी बतायी गयी है कि जिससे एक सहचर सदिश और एक 
प्रतिचर सदिश मिलकर निम्नलिखित योजना के अनुसार एक अदिष्ट की सृष्टि कर सकें-- 


$ -+ 8 , 2 (के लिए संकलित) 


(7 02%, 02% 
क्योंकि छ7 08 क--+ण 


02 








टिक 
0%५ 0 है 


. विश्येषतः किसी अदिष्ट $ के व्युत्न - किसी ऐसे सहचर सदिश के घटक होते हैं 
( 





न ८ 0९ हे 
जो -अवकलों के साथ मिलकर अदिष्ट कम 6 ५ निर्माण करता है। इस 


उदाहरण से यह स्पष्ट हो जाता है कि सहचर सदिश की यह परिभाषा कितनी 
स्वाभाविक है। 

किसी भी कोटि के टंन्सर ऐसे हो सकते हूँ जिनमें प्रत्येक निर्देशांक की अपेक्षा 
सहचरता के अथवा प्रतिचरता के लक्षण विद्यमान हों। सदिशों के समान ही ये लक्षण 
|... भी संकेतांकों के स्थान के द्वारा व्यक्त किये जाते हैं। उदाहरंण के लिए & द्वितीय 


श्रेणी का ऐसा टेन्सर है जो संकेतांक (५ की अपेक्षा तो सहचर है और संकेतांक 9? की 
अपेक्षा प्रतिचर है.। टेन्सर होने क्ले कारण इसका रूपान्तर-समीकरण है-- 








वकल्‍पसब्कापललिलीना 7 


घव5कशापमायइारथाथा+भपाालचु २३० पद 











दर द आपेक्षिकता का अभिषप्राय 


ध0.. बरं४ 
; 4 // 
अमन कमल ६ 4 ७8 कह ०.8, क 5 ० जे 58 
7८7 ४४५ ०८: (58) 
लम्बकोणिक रैखिक प्रतिस्थापनों ( 07020 [०27 $पर०४४0प००॥ ) 
के निरचरों के सिद्धान्त की तरह ही समान कोटि के और समान लक्षणोंवाले टेन्सरों 
'को जोड़ने और घटाने से भी टेन्सर प्राप्त हो सकते हैं, यथा-- 


0५ पी का 5-०० ०००० ००-०-०- (59) 


ही 
| 


(2 (४ 
है के टेन्सर-लक्षण का प्रमाण समीकरण (58) से प्राप्त होता है । 


और ठीक लम्बकोणिक रेखिक प्रतिस्थापनों की तरह ही संकेतांकों द्वारा निर्दिष्ट 
लक्षणों को सुरक्षित रखकर टन्सरों के गुणन से भी टेन्सर बनाये जा सकते हैं, यथा 


2 ॥4 ह । 
| न्स्ल ( # + $ +$+ $+$ + + +$ $ + ३+$++७ ७ 
3५ न्यू * ित्य न 


यह भी रूपान्तरण के नियम का प्रत्यक्ष परिणाम है। ' 


दो विभिन्न लक्षणोंवाले संकेतांकों की अपेक्षा आकुंचन' करके भी नये टेन्सर बनाये 
जा सकते हैँ, यथा-- 


ध्ग्य ०या 
के टेन्सर-लक्षण के द्वारा ही छठे 


ी * नदी अल 80) 


हर को सर 
ध्ग्य क्‍ ग हे टेन्सर-लक्षण निर्णीत होता है। 
प्रमाण यह है-- क्‍ .ा का 


्प 02५ 09 हे 220 0०; हे 02, | 0०, हे 


फण्य 7 हु 7 छ, | छा कक व्छ हा 7 द्वा " ०४ 
। [४ ४] ० | ० ए 
समान लक्षणोंवाले दो संकेतांकों की अपेक्षा इन टेन्सरों के संभिति अथवा विषम संमिति 
के गृणों का भी वही अर्थ है जो विशिष्ट आपेक्षिकता के सिद्धान्त में होता है। 
: टेल्सरों के बीजीय गुणों के सम्बंध में जानने योग्य आवश्यक बातें इतनी ही हैं। 
द मूल टेन्सर (76 एप १977०70४ ८१5०7) । समी ० (55) से संगत संमिति 
के प्रतिबंध के विषय में, किसी भी मनमाने 42, की अपेक्षा ४४ की निशचरता से 


यह परिणाम निकलता है कि बे किसी संमित सहचर टेन्सर (मूल टेन्सर) .के घटक 








सर्द डाहफसकल 











आपेक्षिकता का व्यापक सिद्धान्त .. दे 


हैं। अब समस्त £, ,-समूह से एक डिटमिनेन्ट (सारणिक) (6८६८याणं।»7६) & बनाइए 


और प्रत्येक £, , के लिए एक-एक सह-गुणक (८००-७८६८०४) बनाकर उसमें € का 

का, (/4 सम कक जो, 
भाग दे दीजिए । ये € से भाजित सह-गुणक ४“ के द्वारा व्यक्ति किये जायेंगे | 
इनका सहचर लक्षण अभी ज्ञात नहीं है। 


तब 


[४ हि ॥ यदि ८-३ 
५3% € 0 यदि «& 53 बढ ४ - > हो ४ नर , "बह ०: पक (62) 


यदि हम अनन्ततः सूक्ष्म राशियाँ 4, (सहचर सदिश) बनावें तो 


8 __ 05 


46% जौ 6 ६0% ,.. ... -.. --- -.. --- --- (03 
99% ० क्‍ 


इन्हें (४8 से गूणा करके समस्त/«-समू ह के लिए जोड़ने पर समी ० (६२) की सहायता 
से प्राप्त होगा -- 


तप शी मत मा 
४£, के अनुपातों के मान बिलकुल मनमाने हैँ तथा 6१४५ तथा ८४, दोनों ही सदिशों 


३५ ५७० । ह न 
के घटक हैं । अतः यह परिणाम निकलता है कि € -समूह किसी प्रतिचर टेन्सर के 
घटक हैं (प्रतिचर मूल-टन्सर ) । 


82 क्‍ 
गमयदि हम समी० (64) को न गुणा करके समस्त 2- समूह के लिए जोड़ दें और तब 
द ) 

4६ ४ को तंत्र में रूपान्तरित करके प्रति स्थापित कर दे तो 
५ ि 
0-५ 
7 >> दर हम ड़ हक हर 4६ 

0. 04% 0 बट 3 


५ 

में न्‍ ः गरं क्कि ॥ ८ (24 
इसी में से उपयुक्त परिणाम निकल आयेगा क्योंकि समी० (64) से ८४ 8 ०५ ० था 
भी होगा और इन दोनों समीकरणों कक सन्तुष्ट होना भावश्यक है, चाहे 46 _ का चुनाव कसाः 


67" 
भी क्‍यों न हो। ७ 








४ आपेक्षिकता का अभिप्राय 


ः फलत: मिश्र मूल टेन्सर (क्रांडल्वे फ्रर्वेककदाण्वं पतइ0-) $ हे 
'टेन्सर-लक्षण समी ० 
संकेतांकोंवाले ट्न्सरों के स्थान में 


हैं तथा इससे विपरीत क्रिया भी कर सकते हैं। उदाहरण के लिए 


[ [2० 
20. पर 5 "टी 
| (5 
न न  मि ली 


0" 072 


आयतन निश्चर (५०[प्र7०' [एव१9068 ) -आयतन-खंड 
| 42, 4५, 42, 4४. ८ 4५४ 


निश्चर नहीं होता क्‍योंकि याकोबी के प्रमेय 3०075 प्रश८०कछ॥ 
4८ से ॥. 
धंदषा हक 4५ ४ ४४४ ०४६ (65 
डा द 


| 





'किन्तु हम ४८ को किसी परिपूरक (००77/००7८०४) के द्वारा निरदर बना 


सकते हैं। यदि हम निम्नलिखित राशियों से एक डिटमिनैन्ट बनायें 


02... 89% 
8, तीज लो - 
(9 हक 5 री कक द 
05४, 09%, थ 
'तो डिटमिनैन्टों के गुणन के नियम का दो बार उपयोग करके हम' देखेंगे कि-- 
द द 287 8%* 
है  ी 4 ॥ हलक हक | । (66 
र्ढ्‌ 5 ॥9 | कण * 859 जद 7 0068 58902 ०. 


अतः हमें यह निश्चर प्राप्त हो जाता है-- 


4 2 हु 
अवकलन के द्वारा नि३चरों का निर्माण--यद्यपि टेन्सर-निर्माण की बीजीय 


क्रियाएँ (08०07८4 ०७८:४४०४७) उतनी ही पुगम प्रमाणित हुई हैं जितनी _ 


कि लम्बकोणिक रैखिक रूपान्तरणों की विशिष्ट निदचरता से सम्बंधित 


६२) से ज्ञात हो जाता है। इस मूल टेन्सर की सहायता से सहचर 
गे हम प्रतिचर संकेतांकोंवाले टेन्सर प्राप्त कर सकते 







































आपेक्षिकता का व्यापक सिद्धान्त ६५ 


क्रियाएँ होती हैं, फिर भी दुर्भाग्यवश सामान्य परिस्थितियों में ये निश्चर 
अवकलीय' क्रियाएँ अधिक जटिल समझी जाती हैं । इसका कारण यह 


है। यदि 0 प्रतिचर सदिश हो तो स्थान की अपेक्षा रूपान्तर-गुणांक 


अंडा 
४... 


स्वतंत्र तभी हो सकते हैं जब रूपान्तरण रैखिक हो। तब निकटवर्त्ती स्थान पर 
| 
9 


हू 
१0०. 





. 83. 
इस सदिश के घटक / + २ 4, भी ठीक 2 की तरह ही रुपान्तरित होंगे। 


9022 
|» + 


[४ 
। त्पन्नों 4 बिक, 
इसी बात से इस सदिश के व्युत्पन्नों का सदिश लक्षण तथा न्न्ना का टेन्सर लक्षण स्पष्ट 
कट 


8४ 


हो जाता है। किन्तु यदि ये तर चर हों तो यह बात सत्य नहीं होगी । 
का 


फिर भी साधारण परिस्थितियों में टेन्सरों की निश्चर अवकलीय क्रियाओं के 
अस्तित्व का संतोयप्रद परिचय निम्नलिखित विधि से लग सकता है। इस विधि का 
प्रतिपादन लेवी-सिविटा (7,०ए-(/४7:8) तथा वेल (ए्ा८ए!) ने किया था। 


मान लीजिए कि (0 ) कोई प्रतिचर सदिश है और : » के निर्देशांक-तंत्र की अपेक्षा 


उसके घटक ज्ञात हैं तथा ?, , और ?, उस सांतत्यक में दो अनन्ततः निकटवर्ती बिन्दु 
हैं। तब हमारी उपर्युक्त विचारधारा के अनुसार, ?, के चारों ओर के निकटवर्ती 


अनन्त सूक्ष्म प्रदेश में > , का (तथा काल्पनिक », का) एक निर्देशांक-तंत्र ऐसा 
होगा जिसके लिए वह सांतत्यक यूक्लिडीय समझा जा सकता है। मान लीजिए कि 7, , 


बिन्दु पर सदिश के निर्देशांक 0 (7) है और कल्पना करिए कि बिन्दु ?, पर कोई 
समान्तर सदिश खींचा गया है जिसके निर्देशांक भी स्थानीय & हक 2 की अपेक्षा ये ही 


हैं। तब प्रगट है कि 9,, पर खींचे हुए सदिश के द्वारा तथा विस्थापन के द्वारा यह 
समान्तर सदिश अनन्यतः निर्णीत हो जायगा। इस क्रिया की अनन्यता का प्रमाण तो 
पीछे दिया जायगा। अभी तो हम इस' क्रिया का वर्णन इन शब्दों द्वारा करेंगे कि यह 


५ 2 की हर 9 है की 
सदिश ४ का “£, से अनन्ततः निकटवर्ती विन्दु ?, तक का समान्तर विस्थापन/ है। 


प्‌ ह श्ि 





६६ आपेक्षिकता का अभिप्राय 


द ४८ ६ । 
2, बिन्दु के सदिश (0. ) को, ?, से ?, तक समात्तर विस्थापन द्वारा प्राप्त सदिश 
में से घटाकर जो सदिश अंतर प्राप्त होता है वह उस दिये हुए विस्थापन' (६2४ ») के 


लिए सदिश (५ ) का अवकल समझा जा सकता है। 
स्वभावत: इस सदिश विस्थापन का वर्णन & , के निर्देशांक-तंत्र के दृष्टिकोण से 
ह हक फ के 9 [8 
भी किया जा सकता है। यदि ?., यर उस सदिश के निर्देशांक 0 हों और अन्तराल 


(45% ») पर स्थित ?, तक विस्थापित सदिश्ञ के निर्देशांक 84 हों तो प्रगट 


है कि इस दशा में 8.0 के मान शन्य नहीं होंगे । हमें ज्ञात है कि इन राशियों का, जिनमें 
ण्ों | नहीं ०३५ 9 हि प 
सदिशों के लक्षण विद्यमान नहीं हैं, ४.४ , पर तथा 0 पर रखिक तथा समघात रूप से 


(!07708०7००प४ ५ ) अवरूम्बित होना आवश्यक है। अत: हम लिख सकते हैं कि इसके' 


3 
इसके अतिरिक्त हम यह भी कह सकते हैं कि ' »(सकेतांक०, 3की अपेक्षा अवश्य ही संमित 
होगा। कारण यह है कि यक्लिडीय तंत्र के स्थानीय निर्देशांकों द्वारा किये हुए निरूपण 


की सहायता से हम यह संकल्पना कर सकते हैं कि किसी रेखा-खंड ४ हे ) ४, का किसी 


की हे 8 ०५८ « (67) 


् 


४ |. 97, । पक | | 2 बन + 
अन्य रेखा-खंड ४ (2) ४ ५ के बराबर (दिशा तथा मान में) विस्थापन करने से जो' 


समान्तर-चतुर्भुज प्राप्त होगा वही ८ ही की व 2 9» ते बराबर विस्थापन 


भर 


करने से भी प्राप्त होगा । अत: यह आवश्यक होगा कि-- 


4६2) व ) 


इसके दक्षिण पक्ष में संकलन के संकेतांकों (०,8) का व्यतिहार अथवा विनिमय 
(77८८०७72०6) करते से ऊपर दिया हुआ वक्तव्य प्रमाणित हो जाता है। 


हज 











| आपेक्षिकता का व्यापक सिद्धान्त ६७ 
॥ सांतत्यक के सभी मापीय गुण £, , राशियों के द्वारा निर्णीत हो जाते हैं। अत 


उन्हीं से [? ५8 निर्णीत हो जायेंगे । सदिश (2 


का निश्चर अर्थात्‌ उसके मान 





४ ै #& का वर्ग जो निश्चर है समान्तर विस्थापन में बदल नहीं सकता । अत 


ण्ट ह । 
हद ४ 0० (४ द (०५ 62 क्‍ 
कप ( 82५५ 2 2 ) यु ली 4 कर नह, सै 82 
2. ५ (० 
हा 3 0०.४0 क्‍ क्‍ 
अथवा (679) से | 
हे गा 


[2 [/ लि (2. लि 
ना &,,8 20 0 0 ८ ++०0 





४,० की अपेक्षा कोष्ठक गत व्यंजक की संमिति के कारण, यह समीकरण सदिश (8 ) 
और ४, के किसी भी मनमाने चुनाव के लिए मान्य केवल तभी हो सकता है जब. 

उन संकेतांकों के समस्त संचयों ०गंगाजा।शपंणा5 ) के लिए कोष्ठकगत व्यंजक का 
मान शुन्यः रहे । इन संकेतांकों (७, 2, ०) का चतक्रीयः व्यतिहार (०फ़्जाट 
770727972०) करने से हमें तीन समीकरण प्राप्त होते हैं और उनसे [के 
संमिति गुण के कारण हमें यह समीकरण प्राप्त हो जाता है-- 
। हर की 8 68 


जिसमें क्रिस्टोफ़ैक ( (77500 6४ ) के निम्नलिखित संक्षेपण (2997९- 
ए७790707 ) का उपयोग किया गया द है-- 





७ न्‍्कक 6 है. की 2, “ 





चर 
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अब यदि (68) को € ” से गुणा करके «“-समूह के लिए संकलन करें तो 








मा जल को ही 
(१9 28 टक 35 39% आओ /०/ 
24 | 0. 


3 हैक हक न वह 
इसमें | (पा है; क्रिस्टोफ़ैल का द्वितीय प्रकार का संक्षेपण है। इस प्रकार € के से 


[? राशियां निगमित हो जाती हैं। नीचे दिया हुआ विवेचन समीकरण (69) तथा 
(70) पर ही आधारित है। 


टेन्सरों का सहचर अवकलन ((:0एश्रएक्ाए वींगिि८ा080070)--यदि ?, 
से ??, तक के अनन्त सुक्ष्म समान्तर विस्थापन से प्राप्त सदिश (2 --8.0/) हो 
और 7, पर सदिश (2 ) बदलकर (2-४४) हो जाय तो इन दोनों का 
अन्तर. 48-83 ->( “थक 8 )7४ 
0% ० क्‍ 


92 
0 


भी सदिश ही होगा। यह बात 42८, के किसी भी मनमाने निर्धारण के लिए 


| कई क्‍ज नी की ... ० -- -« (77) 


एक टेन्सर होगा जिसका ताम हम प्रथम कोटि के टेन्सर (सदिश) का सहचर _ 
व्युत्पन्न (८००एथा८ं॥7०५६ तंधपए५४५४०९) - रख देंगे। इस टेन्सर के आकुंचन से हमें 


प्रतिचर टेन्सर 8. का अपसरण (0ारथट्टु८०८०) प्राप्त हो जाता है। इसमें 
ध्यान देने की बात यह है कि (70) के अनुसार 
0 १४, 7 0५८४ 


१ 2० जलन कट 2 च्ाजप्-प्+ ०... -- (79) 





अब यदि हम यह लिख दें कि-- 


0... ४/€ कऊ कि | «०० मा मल मन **० 73 ) ्ा 























शा अप 




















रे] 
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६५ 


जिसमें वेल (१०८४!) के अनुसार (0 का ताम प्रथम श्रेणी का प्रतिचर टेन्सर-घनत्व* 


है, तो यह परिणाम निकलेगा कि. यदि 


'['६0507-620 907 


90 


9320 
(०: 


हो तो (0 अदिष्ट घनत्व होगा । 


74 ) 


यदि हम समान्‍्तर विस्थापन' पर यह प्रतिबंध लगा दें कि वह इस प्रकार सम्पन्न 


किया जायगा कि उसमें अदिष्ट 
(४ 
हल 
कै 3 


अपरिवर्तित रहे और इसलिए 8 ) का मान चाहे जो हो फिर भी 
[2 ि 
2. 05. न 3, 0.0 


का मान सदा शून्य ही रहे तो हमें सहचर सदिश रे, के समान्तर विस्थापन का नियम 


ज्ञात हो सकता है। तब हम देखेंगे कि. ह 


0.5 च्त्् 2). 42८. 32 


५. 


[40 


75) 


जिस क्रिया से हमें समी ० (77 ) प्राप्त हुआ था, वही क्रिया इस समीकरण पर करने से 


हम सहचर सदिश का सहचर व्युत्पन्न प्राप्त कर सकते हैं । 
0 3), 


वननलान नाम 





मा 


४6. ० 


हु ०४. 02% 
० 


७ #क+%क कस के के 


9 छोआऋ 


(76 


इसमें संकेतांक' (« और ० का व्यतिहार करके घटाने से विषम संमित टन्‍्सर 


$,, ._ श्राप्त हो जाता है--- 


93 हे 


हे [6 के 


93 
922 
[2 








_वरिरकन-न्‍न«न>«भ, 


95% 


0 


का आओ 


77) 


*यह व्यंजक इस कारण समथनीय है कि .* 74८०४ -+ 6 ४5«में टेन्सर के लक्षण विद्यमान 


हैं | किसी भी टेन्सर को 4८८४ से गुणढ करने से वह टेन्सर घनत्व बन जाता है। 'ेन्सर-घनत्व के 
.. लिए हम गाथिक (5०४7८) हिपि के बड़े (८४४८७) अक्षरों का.उपयोग करेंगे । 











+ 
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द्वितीय: तथा उच्चतर कोटियों के टेस्सरों के सहचर अवकलन के लिए हम 
उसी क्रिया का उपयोग कर सकते हैं जिससे (75) प्राप्त किया गया था। उदाहरण के 
लिए मान लीजिए कि (0 न ) द्वितीय कोटि क सहचर टेन्सर है। तब यदि ४ और 


£ सदिश हों तो न. ए” फ अदिष्ट होगा। ७-विस्थापन के द्वारा इस 


व्यंजक' में कोई परिवर्तन नहीं होना चाहिए। इसी बात को सूत्र के द्वारा व्यक्त 


करके (67) का उपयोग करने से हमें 90... मिल जायगा और फिर उससे 


अभीष्ट सहचर व्युत्यन्न ग;9 वि हो जायगा। 
रै 


9. 


न ० 5 ! दलाल ( 
2-७ “5 क्या रा 





। सहचर अवकलन के व्यापक नियम को स्पष्टतः समझने के लिए हम यहाँ एक-समान 
' क्रियाओं द्वारा प्राप्त किये हुए दो सहचर व्युत्पन्न लिखेंगे-- 








रा ०85५ ( ् हु 8४ 79 

क्‍ ०; | ब 02, ध्ज्् [ ०2 60 न [ ०2 0 क्रज्क्ल 7] ( ) 
०पू _ग5 व [? ध््पू [ है हु 0५0. 

था -ुतक व कहा... 0०) 


इनसे निर्माण का व्यापक नियम स्पष्ट हो जाता है। इन्हीं सूत्रों से हम कुछ अन्य 
सूत्र भी प्राप्त करेंगे जो इस सिद्धान्त के भौतिक उपयोगों के लिए छाभदायक होंगे । 


यदि / पः विषमसंमित हो तो हमें चक्रीय व्यतिहार ( ८एलॉट उप्राश- 


] 


॥ 


८7०४९2८) करके जोड़ने से यह टेन्सर मिलेगा-- द हे. 8 
। 2 हे हे है न 2-9० ह [ &7 | 
गण 5 प्रक्धविा 53 न, 
रि ० पृ | द रा 


यह भी समस्त संकेतांक-युग्मों के छिए विषम-संमित है। दा 


यदि (78) में हम ४ -_. के स्थान में मूल-टेन्सर 8 न दें तो दक्षिण 


आज डी चया.- 














है 





पक्ष स्वतः ही शून्य हो जाता है और (80) में €_ रख देने से भी. ऐसा ही होगा । 


क् 
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अर्थात्‌ मूल-टेन्सर के सहचर व्युत्पन्नों का मान शून्य होता है। स्थानीय' निर्देशांक- 
तंत्र के उपयोग से तो प्रत्यक्ष प्रगट हो जाता है कि ऐसा होना बिलकुल आवश्यक है। . 


यदि & विषय संमित हो तो (80) का व्‌ तथा / की अपेक्षा आकुंचन 
करने से हम देखेंगे कि-- 
०_ १67 


0४2 





हक 
' सामान्य' परिस्थिति में वर तथा ? की अपेक्षा आकुंचन करके (79) तथा 
80) से निम्त समीकरण प्राप्त होंगे-- 


0. 
। 








रीमान-ट न्तर (२९४४७॥॥7 ॥९४5०% ) --यदि हमें एक वक्त ऐसा दिया हुआ है 
जो सांतत्यक ८0007प0पा० के बिन्दु ? से बिन्दु ७ तक विस्तृत है तो ? पर जो सदिश 





चित्र--४ 


, . 2 दिया हुआ है वही समाउ्ठतर विस्थापन के द्वारा वक्र का अनुसरण करके 5पर.... 











७२ आपेक्षिकता का अभिषप्राय 






पहुँचाया जा सकता है। यदि सांतत्यक यूक्लिडीय हो ( अधिक व्यापक रूप में 
यदि निर्देशांकों के समुचित निर्वाचन के कारण समस्त 8 अं वर हो जावें ) तो 






ऐसे विस्थापन के द्वारा 5 पर जो सदिश प्राप्त होगा वह ? और 0 को जोड़ने 
वाले चक्र के निर्वाचन पर अवलूम्बित नहीं होगा। फलत: ऐसी परिस्थिति में 


यदि किसी सदिश को संवुत (बंद) वक्र के किसी बिन्दु ? से उस वक्र के मार्ग 











से पुन: ?? पर ही पहुँचा दिया जाय तो उस सदिश में परिवर्तत /५ ७“ केवल दिशा 
का होगा, परिमाण का नहीं । अब हम इस सदिश परिवतेन ं 


आम 8.07 


का परिकलन करेंगे । जैसे किसी सदिश के संवृत वक्रानुगामी चाक्रिक रेखा- है 
अनुकल (]77०-77/८27०) सम्बन्धी स्टोक के प्रमेयः (560६० प९0-लण 
में किया जाता है, उसी तरह इस समस्या को भी अनन्त सूक्ष्म रेखिक परिमाण के 
संवृत वक्र के अनुगांमी चाक्रिक अनुकल का रूप दिया जा सकता है। हम अपना द 
विवेचन केवल इसी समस्या तक सीमित रखेंगे । ्््ि 


पहले तो (67) के अनुसार, द का 


ऊ 


दा (ड दो 
2 पा 2 ४ 0. ८० 








) 


इसमें. [६४ अनुकल-पथ के किसी चर बिन्दु 5 पर इस राशि का मान है। यदि 


हम लिख दें कि-+- 


#> के है 


'दिललाकममआफनक पट सनक मन8.. 


और ५ के ? बिन्दुवाले मान को [? हे के द्वारा व्यक्त करें तो पर्याप्त यथार्थता 


पूर्वक द द द ७ के 

















॥ 98 ला [ 
आर हिल कह 























| 
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और मान लीजिए कि उस वक्र के अनुगामी पथ से ? से 5 तक के समान्तर 


वि अनभीन न सहनक, 


विस्थापन द्वारा * से जो मान प्राप्त होता है वह & है। अब (67) की 


सहायता से यह प्रमाणित करना सुगम है कि 0 --2४ तो प्रथम कोटि (पी 
०74०7) की अनन्त-सूक्ष्म राशि है, किन्तु प्रथम कोटि के अनन्त-सूक्ष्म परिमाणवाले 


वक्र के लिए /५ 0 + द्वितीय कोटि ($८८०7र्व 076८०) की अनन्त-सुक्ष्म राशि है । 
अतः हम यदि कहें कि--- 


अवशशननककननन-मनन 5. न्‍अलल नल +>नमलनभमक्‍न्‍क, न्‍अिलननननन्‍नंतिनने >> जम आ- कक अर सु 


० 0. 0 
8 व्ली -प+ ली ई क्‍ 


तो भूल द्वितीय: कोटि की ही होगी । 


. अब यदि उस अनुकल में हम [7 हि तथा के ये मान निविष्ट कर दें तो 


द्वितीय कोटि से उच्चतर कोटियों की सूक्ष्म राशियों को उपेक्षणीय समझने से 
५२ हे (१ 3 

[० 5 5 एः [ः रि 0 ० थी 
(0५४ .क॑ (पा 208 2. रु हू ् . - (85 


अनुकलन चिह्न की अधीनता से जो राशि हटा दी गयी है उसका सम्बन्ध बिन्दु ? से 


है। अनुकल्य, (777627०70) में से ३४ ( रा ०) को घटाने पर 


४ ( ४ 6 के ही? 4६“ ) 


का मान ज्ञात हो जायगा। 


द्वितीय कोटि का यह विषम-संमित टेन्‍्सर री उस वक्र से परिसीमित पृष्ठ- 
खंड के स्थान तथा परिमाण को व्यक्त करता है। यदि (85) में कोष्ठक-गत 
व्यंजक संकेतांक », 8 की अपेक्षा विषम-संमित हो तो (85) ही से उसका टेन्सर- 
लक्षण प्रगट हो जायगा। यहूकाम संकलन के संकेतांकों («, 8) का व्यतिहार 
करने से प्राप्त समीकरण को (85) में जोड़ने से हो सकता है। तब हम देखेंगे कि--- 





कक 




















॥ ४ 
ह गा! भा 
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[ः [ रे [ः ः ह हि 
«४8 “गए 89%. 7 हढद्ध /0&४ ०४ (५ ५ "०८ ं 
8. “८ ््ि 


(० 8 की टेन्सर-लक्षण (86) से प्रगट हो जाता है। यह चतुर्थ कोटि का 


रीमानीय वक्रता-टन्‍्सर (रिट३77 ८एए४प्ः८ ४27507) है। इसके संमितीय' 


लक्षणों के विवेचन की आवश्यकता नहीं यदि हम निर्वाचित निर्देशांकों 
की वास्तविकता की उपेक्षा कर तो सांतत्यक के यूक्लिडीय' होने के लिए पर्याप्त 


प्रतिबंध इतना ही है कि इस टेन्सर का मान शून्य हो । 


इस रीमान टेन्सर का (५ , 8 संकेतांकों की अपेक्षा आकुंचन करने से हमें द्वितीय 
कोटि का संमित टेन्सर रा 


2] 8 हा 2. थे 
ए नू+उ-+ 0, + 0 
? 





री 
(22 0४, (3 ... 8५% 


प् 


प्राप्त हो जाता है। यदि निर्देशांक-तंत्र का निर्वाचन ऐसा किया जाय कि € 5 अचर 
हो तो अंत के दो पंद शून्य हो जायेंगे । लि, से हम अदिष्ट 


- [09 
पर लय € | हि, के हक कक कर का का. कक फ् ( 89 
बना सकते हैं। 


सरलतम अल्पान्तरी (5८०त८»०८) रेखाए---एक रेखा ऐसी भी बनायी जा 


सकती है कि उसके उत्तरोत्तरवर्ती सूक्ष्म-खंड पारस्परिक समान्तर विस्थापन द्वारा 


प्राप्त किये जायें। यही यक्लिडीय ज्यामिति की सरल रेखा' का स्वाभाविक' व्यापकी- 
करण है। एसी रेखा के लिए 


5 कम 45. ४ ः 





| 


॥( 


। 
! 
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रा 
कि 509 ह 
इसके वामपक्ष के स्थान में रा *लिखना होगा और तब इस समीकरण का 
रूप हो जायगा-- 
4:5८ हे गा 42 9८ । 
--...-- - -- [* « “-क्रा+ प८+ ( 
५2 || ०.3 र् पर ०० कक क | क 90 ) 


यदि हम ऐसी रेखा का पता छगायें कि जिस पर दो बिन्दुओं के बीच में अनुकल 
| अथवा [३५ 48, “०, 





का मान स्थावर (50970०7०7ए) हो तो भी हमें यही रेखा मिलेगी (अल्पान्तरी 
रेखा ) । 


* बकऋ पर स्थित किसी भी दिये हुए बिन्दु के दिशा-सदिश (9६2८७०/ ए८८(०४ ) द 


का रेखा-खंड (४८. ) के अनुगामी समान्तर विस्थापन करने से निकट्वर्ती बिन्दु का दिशा- 


सदिश प्राप्त हो जाता है | 














(8607 तक 


3५202/2222 
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आपेक्षिकता का व्यापक सिद्धान्त 


( द्वितीय खंड 


आपेक्षिकता के व्यापक सिद्धान्त के लिए आवश्यक गणितीय सामग्री अब हमें 
प्राप्त हो गयी है। इस सिद्धान्त के प्रतिपादन को ऋ्रमबद्ध पूर्णता देने का प्रयत्न नहीं 
किया जायगा, किन्तु ज्ञात तथ्यों से तथा प्राप्त फलों की सहायता से कुछ विशिष्ट 
परिणामों का तथा संभावनाओं का उत्तरोत्तर विकास किया जायगा। हमारे ज्ञान 
की वर्तमान अपूर्ण तथा अस्थायी अवस्था को देखते हुए ऐसा ही प्रतिपादन सब 
से अच्छा रहेगा। 

जिस द्रव्य-फयण पर कोई बल न लग रहा हो वह अवस्थित्व के नियमानुसार 
एक समान वेग से सरल रेखा पर गमन करता है। विशिष्ट आपेक्षिकता के सिद्धान्त 
में काल-निर्देशांक वास्तविक होता है और उसके चतुविमितीय सांतत्यक में गमन- 
पथ की यह सरल रेखा भी वास्तविक होती है। निश्चरों के व्यापक (रीमानीय') 
सिद्धान्त की विचारधारा से उस सरल रेखा का स्वाभाविक अर्थात्‌ सबसे सुगम और 
अथपूर्ण व्यापकौीकरण वह सरलतम रेखा है जो अल्पान्तरी (2०04०9४०) कहलाती 
है। इसलिए हमें यह संकल्पना करनी पड़ती है कि तुल्यता के सिद्धान्त की 
दृष्टि से, केवल अवस्थित्व तथा गुरुत्व की उपस्थिति में द्रव्य-कण का गति 
समीकरण होगा-- 


4 ः १ 76 
3 0 काल कल आह द 
बरी ०८3 पर बा &:%८ >« ६७ 0 


वस्तुतः यदि गुरुत्वीय क्षेत्र के समस्त घटक हज शून्य हो जायेँ तो यही समीकरण 


सरल रेखा का समीकरण बन जाता है। 
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इन समीकरणों से न्यूटन के गति-समीकरणों का सम्बन्ध किस प्रकार का है : 
विशिष्ट आपेक्षिकता के सिद्धान्त के अनुसार किसी अवस्थितित्वीय' निर्देशांक-तंत्र 
की अपेक्षा (अर्थात्‌ जब काल-निर्देशांक वास्तविक हो और 4४ के चिह्न का समुचित 


निर्वाचन किया गया हो) &/,, तथा 2// इन दोनों ही के मात हो जायेंगे-- 


ड 





शी ० 0 ० 
0 “>-यं ( ७ | 
हे कै... आओ शी (9 
| ०0 0)! & 0: ,#अचय 
... तब गति-समीकरण हो जायगा 
के हक मे द 472८ सर | 
पु मस्त 
55 


इसे हम £ ,,, _्षेत्र का प्रथम सन्निकटन” कहेंगे। सन्निकटनों का विचार 


थे 


करते समय बहुधा यह लाभदायक होता है कि विशिष्ट आपेक्षिकता-सिद्धान्त के 
समान ही किसी काल्पनिक्र ४८ _निर्देशांक का उपयोग किया जाय क्योंकि तब 


ह प्रथम सन्निकटन तक 8५ का मान 





बडा 0 0 ० ] 
द ० | 
0 न ०0 ०0 | 
ह $ ३ हज 079 
क्‍ 0 0 कक 0 
क्‍ ०0 ०0 ०0 “7 3 
हो जाता है। द 
इन मानों को एकत्र करने से जो अनुबंध ब्राप्त होता है वह है 
5७ न्‍न -: ०, 
तब द्वितीय सन्निकटन तक हम लिख सकते हैं कि 
8, 5 ५ +7 ६, 55 कक (92 


जहां ? हे को हमें प्रथम कोटि की स्वल्प राशियां समझना होगा । 


के 
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अतः हमारे गति समीकरण के दोनों पद प्रथम कोटि की स्वल्प राशियां हैं । यदि 
हम उन पदों को उपेक्षणीय' समझ ले जो इनकी तुलना में कोटि श्रेणी की स्वल्प राशियां 
हैं तो हमें लिखना पड़ेगा कि-- 








ध - -- 4४ | "| (7-4): २ 308 93) 
| (2 0 ८4५ रिकार वल ०८3 
' ०3 प्र (2०. 6 | पु | 
०3 _ का ०2 2 लि 
03५ 83८ 030 ्ब्न्घ 94 ) 
(2 ०: 


अब हम एक दूसरे ही प्रकार के सन्निकटन' का उपयोग करेंगे। मान लीजिए 
कि द्रव्यकण का वेग प्रकाश के वेग की तुलना में बहुत कम है। तब 5 काछ-अवकल 


हर 400, 4७, .. व? 
4/ के बराबर ही हो जायगा । इसके अतिरिक्त का पी 


भी शून्य ही हो जायेंगे। और हम यह भी मान लेंगे कि गुरुत्वीय क्षेत्र का काल-सापेक्ष 
परिवर्तन इतना थोड़ा होता है कि » हे के »,-सापेक्ष व्युत्पन्न भी उपेक्षणीय' समझे 


जा सकते हैँ। तब /--,2,3 के लिए गतिसमीकरण हो जायगा 
८52 


/ _ _ 9? /?१,, द 
वि 02, ट्रय ) >०्० 5 न्का 909 ) 


यह समीकरण और गुरुत्वीय क्षेत्र में द्रव्य-कण का न्यूटनीय' गति-समीकरण 


बिलकुल अभिन्न हो जाते हैं यदि हम यह स्वीकार कर लें कि ( ) ही गुरुत्वीय क्षेत्र 


की तुलना में 





का विभव ([70/०702/!) है। ऐसा करना तकंसंगत समझा जा सकता है या नहीं, यह 
बात स्वभावतः ही गुरुत्व के क्षेत्रसमीकरणों पर निर्भर है। अर्थात्‌ यह इस बात पर 
निर्भर है कि यह राशि प्रथम सन्निकटन तक क्षेत्र के उन्हीं नियमों का पालन करती 
है या नहीं जिनका पालन गरुत्वीय क्षेत्र न्यूटन के सिद्धान्त में करता है। (9० 


तथा (909) पर दृष्टिपात करते ही यह प्रगट हो जाता है कि हे ४ वास्तव 


म॑ वही काम करते हैं जो ग्रुत्वीय क्षेत्र की तीव्रता (7772790) करती है। इन 
राशियों में टेन्सर-लक्षण विद्यमान नहीं 
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समीकरण (90) द्रव्य-कयण पर अवस्थितित्व तथा गुरुत्व के प्रभाव को प्रगट 
करते हैं। वैधानिक रीति से अवस्थितित्व और गुरुत्व की एकता इस बात से प्रगठ 
होती है कि निर्देशांकों के किसी भी रूपान्तरण के लिए (90) का प्रा वामपक्ष तो 
टेन्सर-लक्षण यक्‍त है, किन्तु उसके दोनों पद अलग-अलग टेन्सर-लक्षण युक्त नहीं हैं । 
न्‍्यटन के समीकरणों से तुलना करने से प्रथम पद तो अवस्थितित्व का प्रतीक समझा 
जा सकता है और द्वितीय पद गुरुत्वीय बल का । 
इसके बाद गुरुत्वीय क्षेत्र के नियमों के अच्वेषण का प्रयत्न आवश्यक है। इसके 
लिए न्यूटन के सिद्धान्त का पायसाँ (205507 ) का समीकरण 
/ के न्+ 44८ 9 
अवश्य ही अनुकरणीय समझा जा सकता है। यह समीकरण इस धारणा के आधार 
पर प्राप्त हुआ है कि गुरुत्वीय क्षेत्र भार युक्त (90706740]2) द्रव्य के घनत्व 
का परिणाम है। आपेक्षिकता के व्यापक सिद्धान्त में भी यही धारणा मान्य होनी 
चाहिए। किन्तु आपेक्षिकता के विशिष्ट सिद्धान्त सम्बंधी अन्वेषणों से यह ज्ञात हो गया 
है कि द्रव्य के अदिष्ट घनत्व के स्थान में हमें ऊर्जा-घनत्व (ऊर्जा प्रतिमात्रक आयतन ) 
के टेन्सर का उपयोग करना चाहिए। इस टन्‍्सर से केवल भारयकक्‍त द्रव्य की ऊर्जा का 
टेन्सर ही नहीं समझना चाहिए, किन्तु विद्युत्‌-चुम्बकीय' ऊर्जा का टेन्सर भी उसमे 
सम्मिलित है। वस्तुतः हम यह भी देख चुके हैँ कि अधिक पूर्ण विश्लेषण करने पर 
ऊर्जा-टेन्सर द्रव्य के निरूपण के लिए केवल एक अन्तरिम (|70श ४079 ) साधन 
ही समझा जा सकता है। वास्तव में द्रव्य विद्युत्‌ के आविष्ट कणों से बना हुआ च्ु 
और स्वयं उसे भी विद्युतू-चुम्बकीय क्षेत्र का ही एक अंश--वस्तुतः: मुख्य अंश-- 
समझना चाहिए। केवल संघनित (००॥०९८०४:४६८० ) आवेशों के विद्युत्‌ चुम्बकीय क्षेत्र 
सम्बंधी हमारे अपर्याप्त ज्ञान के ही कारण ऐसी परिस्थिति उत्पन्न हो गयी थी कि हमें 
सिद्धान्त के प्रतिपादन में इस टेन्सर के यथार्थ रूप को अनिर्णीत ही छोड़ देने के लिए | 
बाध्य होना पड़ा था। इस दृष्टि-कोण से इस समय तो यही उचित है कि हम दिंतीय 
कोटि का एक ऐसा टेन्सर 4 , प्रस्तुत करे कि जिसकी संरचना चाहे अभी ज्ञात न 


हो फिर भी जो विद्यत-चम्बकीय क्षेत्र के तथा भारयकत द्रव्य के ऊर्जा-घनत्वों का 
कम से कम अन्तरिम रूप से तो सम्मेलन कर सके। आगामी विवेचन में हम इसे 
द्रव्य के ऊर्जा-टन्सर के नाम से व्यक्त करंगे। द 
... हमारे पूर्व वणित परिणामों के अनुसार संवेग और ऊर्जा के नियम इस कथन के 
द्वारा व्यक्त किये जाते हैं कि इश्न टेन्सर का अपसरण (०ए०८2०7८०) शून्य होता है. 
(47०) । जआपेक्षिकता के व्यापक सिद्धान्त में भी यह संकल्पना करनी पड़ेगी कि इसी 
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द्रव्य का सहचर 


कि जद कज २0 जम, ४ ९46 ांल डा लाक 0 2.५ ० पे डाल आर हि पन 7माक- 2 ज गा हक ४ पर नम 


का अनुरूपी व्यापक सहचर समीकरण मान्य है। यदि (॥ हे 


ऊर्जा. 400. रे /॥ ५ ।स&. रे क्‍ 
_ऊर्जा-टत्सर हो, और एए अनुरूपी मिश्र टेन्सर-घनत्व हो तो (83) के अनुसार 
यह आवश्यक होगा कि 


॥0म ६० ॒ 
छः 


_ आओ 
0 ल्‍-- व्यू ०8८ किक हि अं (95 ) 


यह स्मरण रखना आवश्यक है कि द्रव्य के ऊर्जा-घनत्व के अतिरिक्त विद्यत- 

चुम्बकीय क्षेत्र का ऊर्जा-घनत्व' भी दिया रहना चाहिए ताकि अकेले द्रव्य के... 
ऊर्जा और संवेग की अविनाशिता के सिद्धान्तों का प्रश्न ही न' उठ सके। 
यह बात गणितीय भाषा में (95) के द्वितीय पद के अस्तित्व के द्वारा प्रगट होती 
है। इस पद के कारण (49) के सदृश अनुकल समीकरण के अस्तित्व का अनुमान 
ही असंभव हो जाता है। गुरुत्वीय क्षेत्र द्रव्य में संवेग तथा ऊर्जा पहुंचाता है क्योंकि 
वह उस पर बल लगाता है और उसे ऊर्जा देता है। यह बात (95) के द्वितीय पद के. 

द्वारा प्रगट होती है। ४ ही अल 

यदि आपेक्षिकता के व्यापक सिद्धान्त में भी पायसाँ (05507 ) के समीकरण... 

का अनुरूपी समीकरण संभव हो तो वह गुरुत्वीय विभव के टेन्सर 2, ही टेन्सर- 


रे समीकरण होना चाहिए और उसके दक्षिण पक्ष में द्रव्य का ऊर्जा-टेन्सर विद्यमान 
:... रहना चाहिए। और उसके वाम पक्ष में “ के पदोंवाला अवकल-टेन्सर होना 
चाहिए। इस अवकल-टेन्सर का पता छगाना आवश्यक है। यह निम्नलिखित ः 

तीन प्रतिबंधों द्वारा पूर्णतः: निर्णीत हो सकता है। मटर सी 

१). उसमें हा के अवकल-गुणांक द्वितीय से ऊंचे वर्ण (००००) के नहीं. 


होने चाहिए। द 
२) इन द्वितीय वर्ण के अवकल-गुणांकों की अपेक्षा वह रैखिक (अथवा एक- 
घाती) होना चाहिए। ध 
३) उसका अपसरण १ए०:४००८९) सर्वसमत: ([0०४४८थीए ) शून्य... 
होना चाहिए। द द द का 
इन में से प्रथम दो प्रतिबंध तो स्वाभाविक रूप से पायसाँ के समीकरण से ही 
 छिये गये हैं। गणित द्वारा यह प्रमाणित किया जा सकता है कि रीमान के टेन्सर 


























आपेक्षिकता का व्यापक सिद्धान्त ८१ 


से ऐसे समस्त अवकल-टेन्सर बीजीय क्रिया से ही (बिना अवकलन के) प्राप्त हो 
सकते हैं। इसलिए अभीष्ट टेन्सर 
रे (१8 न ८९ हे रे 


के रूप का होना चाहिए जिसमें २ का १ समी० (88) और (89) 


के द्वारा निर्धारित किये गये हैं। और यह भी प्रमाणित किया जा सकता है कि 
तीसरे प्रतिबंध के अनुसार यह आवश्यक है कि 4 का मान -# ही हो। अतः 


गुरुत्वीय क्षेत्र के नियम के लिए हमें यह समीकरण प्राप्त हो जाता है-- 


के | 4.५ और ++ --# व, न 2 कर (96) 


समी ० (95) इसी समीकरण का परिणाम है। इसमें # एक नियतांक है जो न्यूटन के 
ग्रुत्वीय नियतांक से संबंधित है। 
अब में इस सिद्धान्त के सम्बंध की उन बातों की चर्चा करूँगा जो भौतिकी के दृष्टि- 


कोण से रोचक हैं और इसमें गणित की अपेक्षाकृत जटिल क्रियाओं का यथासंभव' कम 


उपयोग करूँगा। पहले तो यह प्रमाणित करना आवश्यक है कि वामपक्ष का अपसरण 
वास्तव में दशन्य हो जाता है। द्रव्य का ऊर्जा-नियम (83 ) के द्वारा व्यक्त किया जा 


सकता है--- 
(६ 


१ए 
6 3 । 
(0 से कं ' मय के. क की की $ के के के को कक | $ # +# हा 
ला लत सक् 97) 


0. 


जग 
जिसमें कफ ८ व -- 4५ रे 
96) के वामपक्ष पर भी इसी के अनुरूप क्रिया करने से एक सर्वेसमता 
(+0%०४५६9 ) प्राप्त हो जायगी । 
प्रत्येक विश्व-बिन्दु (ए०7०-70770) के आसपास के प्रदेश में ऐसे निर्देशांक- 
तंत्रों का निर्वाचन' सम्भव हैं जिनमें यदि निदेशांक ४, काल्पनिक लिया जाय तो उस 





बिन्दु पर 


॥ 


_ 00 _ 58 --7 यदि [#>-£ 
& ७ 74 (४ (ल्‍. 0 यदि (५-2 


हो जायगा और डक तथा का के प्रथम व्यूत्यन्न शून्य हो जायेंगे । अब हम इस बात 














हि 
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का सत्यापन करेंगे कि इस बिन्दु पर वामपक्ष के अपसरण का मान शून्य हो जाता है। 


इस बिन्दु पर [?_, के घटक तो शून्य हो ही जाते हैं। अतः हमें केवल इतना ही 


क्‍ ०2 
प्रमाणित करना है कि 


0 ] 
व्ण हज ही न धाा हा पर ) 


भी शून्य हो जाता है। इस व्यंजक में (88) तथा (7०) को निविष्ट करने से हम 
देखेंगे कि केवल वे ही पद बच रहते है जिनमें € हे के तृतीय व्युत्पन्न उपस्थित हैं । 


और ८ 0) के स्थान में - 0 तो रखना ही पड़ेगा। अतः अन्त में केवल थोड़े से पद 


(५४ 
बच जायेंगे और यह समझना सुगम है कि ये पद भी एक दूसरे को नष्ट कर देते हैं। 
यह भी स्पष्ट है कि हमारी प्राप्त की हुई इस राशि में टेस्सर-लक्षण विद्यमान होने के 
कारण किसी भी अन्य निर्देशांक-तंत्र की अपेक्षा तथा स्वभावतः किसी भी अन्य' चतुवि- 


मितीय बिन्दु के लिए भी उसका शून्य होना प्रमाणित हो जाता है। इस अकार प्रगट 


हो जाता है. कि द्रव्य का ऊर्जा-नियम (97) क्षेत्रसमीकरण (96) का ही गणितीय 
फल है। 

समीकरण (96 ) में अनुभव से सांगत्य है या नहीं यह जानने के लिए सबसे अधिक 
आवश्यकता तो यह देखने की है कि इनके प्रथम सन्निकटन से न्यूटन' का सिद्धान्त प्राप्त 
हो जाता है या नहीं । इस काम के लिए हमें इन समीकरणों में कई सन्निकटनों का उप- 
योग करना पड़ेगा। यह तो हम पहले से ही जानते हैं कि ग्रह-मंडल के सदृश् विस्तीर्ण 
प्रदेशों में किसी विशेष सन्चिकटन तक तो यूक्लिड की ज्यामिति मान्य' है ही तथा प्रकाश- 
वेग की नियत-मानता का नियम भी यथार्थ हैं। यदि विशिष्ट आपेक्षिकता के सिद्धान्त 
समान ही हम चतुथ निर्देशांक को काल्पनिक मान ले तो हमें लिखना पड़ेगा कि---- 


8७ +* हलक ण 0 कत य  5 ० आवक पा % :% * 6 


जहां 7 की तुलना में » इतने छोटे हें कि हम #» , के उच्चतर घातों तथा उनके 


व्यूत्पन्नों को उपेक्षणीय समझ सकते हैं। ऐसा करने से गरुत्वीय क्षेत्र के अथवा खगोलीय 

विस्तारवाले मापीय आकाश के विषय में तो हमें कुछ भी ज्ञान प्राप्त नहीं होता, किन्तु 

यह बात हम अवश्य जान सकते हैँ कि' भौतिक” घटनाओं पर निकटवर्ती द्रव्यपंजों 
' काक्या प्रभाव पड़ता है।. .. «5 «७ 
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इस सन्निकटन की क्रिया का प्रारम्भ करने से पहले (96) का रूपान्तरण कर लेना 
है 9 हा ह 
आवश्यक है। (96) को & से गुणा करके ७० के समस्त मानों के लिए जोड़ 


7 र्पाः ५ 
लीजिए। तब £* की परिभाषा से प्राप्त अनुबंध-- 
(४४ __ 
के कारण यह समीकरण प्राप्त हों जायगा -- 
24 
7१-6७ तप _- 
> 4 न व 


यदि ॥२ का यह मान (96) में निविष्ट कर दिया जाय तो 




















>> 68 कक वतन हे 2 ने 
४० ह 4 58, 7) 8 * अी 4७70 "के 964 ) 
अब उपर्युक्त सन्निकटन की क्रिया करने से वामपक्ष हो जायगा-- 
2 2 9 
श् 786 न हे हक 
गई ( 02* 02 902... 90% 89% 98% 85% 
| ॥2॥ ० (४. 0. 
ह 992 १68 १ 
अथवा - | (८ -_ * की ( [2०८ > अक अ प्र 
05% * 0५% 89% 
0. 
जिसमें 9 गा 2५ हल 20 हे 4: आ० 8: + के के कक ओके 3३ के 2० 7 000 


लिख दिया गया है। 
अब हम देखते हैं कि समीकरण (96 ) तो किसी भी निर्देशांक-तंत्र के लिए मान्य 
है। ऊपर जिस निर्देशांक-तंत्र का उपयोग किया गया है उसके निर्वाचन में यह विशिष्टता 


रखी गयी थी कि विचाराधीन प्रदेश में ा के मानों और -७ क के नियत मानों का 


अन्तर अनन्ततः सूक्ष्म रहे । किन्तु इस प्रतिबंध का पालन तो निर्देशांकों के किसी भी 
अनन्त सूक्ष्म परिवतेन में हो ही जायगा । इसलिए अभी भी 2 हा के लिए चार प्रतिबंधों 


करनेवाले प्रतिबंधों के प्रतिकूल नहीं हो सकते । अब हम यह कल्पना करेंगे कि निर्देशांक- 


का पालन होना आवश्यक है, किन्तु ये प्रतिबंध 9 9 के परिमाण की कोटि को नियंत्रित , 
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तंत्र का निर्वाचन इस प्रकार किया गया है कि निम्नलिखित चारों प्रतिबंधों का पालन _ 











होता है-- 
(255 ह न ० पः 3.2० 700' 
हू, छा, अं ह 
द तब (96) का रूप हो जायगा क्‍ 
07, हि 
; गज पल सी जो ह ४4% -वैन#- ण5 ४७४ ा ४४४ 96 ! 
0. 


ये समीकरण उसी विमन्दित-विभव-विधि (76070 0०7 #८(66व 900०70 95) 
से हल किये जा सकते हैँ जिसका व्यवहार विद्युत-गतिकी (७९८४:०00फ7०77४०७) में 
किया जाता है। सुगमता से समझे जाने योग्य संकेतन में इस विधि से निम्नलिखित 
समीकरण प्राप्त हो जायगा-- 

हे 8, (७५) १५) 2.3 “7 


50/. न्‍्+----- बए ,.. (707 
(0४ | खाग्प .. / जे ' 


इस सिद्धान्त में न्‍्यूटन' का सिद्धान्त किस प्रकार गर्भित है यह देखने के लिए हमें 
द्रव्य के ऊर्जा-टेन्सर पर अधिक विस्तार के सहित्न विचार करना पड़ेंगा। घटना मूलक 
दृष्टिकोण से यह ऊर्जा-टेन्सर विद्युतू-चुम्बकीय क्षेत्र के तथा अधिक संकुचित अर्थ में 
द्रव्य के ऊर्जा-टेन्सरों से निर्मित होता है। यदि हम इस ऊर्जा टेन्सर के विभिन्न भागों पर 
पारिमाणिक दृष्टिकोण से विचार करें तो विशिष्ट आपेक्षिकता के अनुबंधों से प्रगट , 
..... हो जायगा कि भारयुक्‍त द्रव्य की तुलना में विद्युतू-चुम्बकीय क्षेत्र का अंशदान व्याव- 
..._ हारिक दृष्टि से नगण्य होता है। हमारी मात्रक पद्धति में एक ग्राम द्रव्य की ऊर्जा का 
क्‍ मान १ होता है और इसकी तुलना में विद्युतू-चुम्बकीय क्षेत्र की ऊर्जा उपेक्षणीय होती 
हैं और द्रव्य के बिरूपण (०६07779000 ) की ऊर्जा तथा रासायनिक ऊर्जा भी 
उपेक्षणीय' होती हैं। इसलिए यदि हम मान' ले कि--- 


6 प + बट बे का 
प्‌ (४ 

















कि जरा पारा 


5 फक्राका ! डुड४ कक , & काआ- 5 जि. 
45 4४ 4४ हैं द 
8 3, 





॥ 

















आपेक्षिकता का व्यापक सिद्धान्त ८फ्‌ 


तो हमें ऐसा सन्नचिकटन मिल जाता है जो हमारे उद्देश्य के लिए पूर्णतः पर्याप्त है। 
इसमें ० विराम अवस्थावाला घनत्व है अर्थात्‌ यह साधारण दृष्टि से भारयुकत द्रव्य 
समझे जानेवाले पदाथ्थ के घनत्व का वह मान है जो उस द्रव्य की ही गति से चलनेवाले 
गलीलीय निर्देशांक-तंत्र की अपेक्षा एक मात्रक लम्बाई के माप-दंडों द्वारा नापने से प्राप्त 


होता है। 
इसके अतिरिक्त हम यह भी देखते हैं कि जिस निर्देशांक-तंत्र को अब हमने चुना 
है उसमें £ शा के स्थान में --8 आता देने के कारण हम अपेक्षाकृत बहुत ही थोड़ी 


भूल करेंगे। अतः हम लिख सकते हैँ कि-- 


2 हे नल पी जी 222 .. (7022 
(४ ; 


हमारे निर्वाचित गलीलीयाभासी (धुप३४-७5276७7 ) निर्देशांक-तंत्र की अपेक्षा क्षेत्र 
को उत्पन्न करनेवाले द्रव्य-पुंज चाहे कितने ही तीत्र वेग से गमन करें फिर भी सिद्धान्त 
का उपर्युक्त विधि द्वारा विकसित रूप मान्य ही रहेगा। किन्तु खगोल विज्ञान में जिन 
द्रव्य-पुंजों से हमें काम पड़ता है उनके वेग निर्वाचित निर्देशांक-तंत्र की अपेक्षा प्रकाश- 
वेग की तुलना में सदैव बहुत स्वल्प होते हैं अर्थात्‌ हमारे निर्वाचित काल के मात्रकों 
में उनके वेग सदैव 7 की अपेक्षा स्वल्प होते हैं। अतः यदि हम (707 ) में विमन्दित 
विभव के स्थान में साधारण (अ-विमन्दित) विभव ही रख दें और यदि क्षेत्र के 
उत्पादक द्रव्य-पुंजों के लिए हम यह मान ले कि-- 


50 0 3 20 20 वीजा 2 मीट ता 


गी जो सब्निकटन प्राप्त होगा वह समस्त व्यावहारिक प्रयोजनों के लिए पर्याप्त होगा | 





और तब 8 (०१ ४0 होंगे वे--- 
र तब “तथा ॥ कि के जो मान प्राप्त 


0 8, 0 0 

0 0 (2 0 

0 0 ०0 ० # मन १० क 704 : 
डे () (0 --+ 6' 


क्ल का छः मं 
के बराबर होंगे। अर्थात्‌ [ का मान तो ० हो जायगा और गा हो जायगा 


[.। ५४ 
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छः 
। न &| ( .. 0 
#१/ 
० |॒ | 
०0 कमल ०0 ०0 | 
> हर | 
6 ।द ० 4 कक 7049 ) 
० हो... न ० | । 
2, | ' 
०0 ० ० ा ॥ 
2 
इस प्रकार (707 ) से परिणाम निकलेगा कि 
र्ध् 
27 + /४ 7“ 2535 77 -“-- | ४ 
477 / ) 
4१ ७२७ कक का १09 
% ८ “5 ) 5 
की 447 / 


इनके अतिरिक्त अन्य सब 9, शून्य हो जाते है। समीकरण (9०४) सहित इस 
अंतिम समीकरण में न्यूटन का गुरुत्वाकषंण सिद्धान्त गर्भित है। यदि हम / के स्थान में 


८ लिख दें तो-- 
48% 8 १ मा 


व ते नह लक अरब किन क्‍ 905) 


इससे प्रगट होता है कि न्यूटन के गुरुत्वीय' नियतांक 7 में तथा हमारे इन' क्षेत्र- 
समीकरणों में उपस्थित नियतांक & में सम्बंध यह है-- 


__ ६५८ ' ल्‍ 
हज जो -अफे ४ आर (705) 
ह के ज्ञात संख्यात्मक मान के द्वारा यह परिणाम निकलता है कि-- 


8776. 857 2८ 6:67 »< 707* 
वन 2 ५७--- 786 % 70/27 ... (7052 
। 9 >< 70 ह 


€ 
समी० (707) से यह प्रगट होता है कि प्रथम सन्निकटन में भी गरुत्वीय क्षेत्र की 
सरचना (४ प८एा८) न्यूटन के सिद्धान्त से संगत संरचना से मूलतः: भिन्न है। यह 
भेद इस बात में है कि गुरुत्वीय' विभव में टेन्सर के लक्षण हैं, अदिष्ट के नहीं। अब तक 
हम इस बात से परिचित नहीं हो पाये थे क्योंकि दृब्य-कणों के गति-समीकरणों में प्रथम 
सबच्चिकटन तक केवल घटक £€,, ही निविष्ट होता है। 


# 








घेर वेकर 


ला अप 


पडउ्स 











सकता कारपपवापसा मारता 
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आपेक्षिकता का व्यापक सिद्धान्त ८७ 


हा हि 


हमारे इन परिणामों के द्वारा माप-दंडों और घड़ियों के आचरण का निर्णय कर 
सकने के लिए निम्नलिखित बातों को ध्यान में रखना आवश्यक है। तुल्यता के सिद्धान्त 
के अनसार यक्लिडीय' ज्यामिति के मापीय' अनुबंध केवल ऐसे कार्तीय निर्देशांक-तंत्र के 
लिए ही मान्य हैं जिसका विस्तार अनन्ततः सूक्ष्म हो और जिसकी गति समुचित प्रकार 
की हो (अर्थात्‌ जिसका बिना घूर्णन के निर्बाध पतन (£7८८ 4०) हो रहा हो) 
यही बात हम ऐसे स्थानीय निर्देशांक-तंत्रों के लिए भी कह सकते हैं जिनमें उपर्युक्त 
तंत्रों के दृष्टिकोण से जो त्वरण विद्यमान हो वह स्वल्प हो और इसलिए उन तंत्रों के 
लिए भी कह सकते हैं जो हमारे निर्वाचित निर्देशांक-तंत्र की अपेक्षा स्थिर हों। ऐसे 
किसी भी स्थानीय तंत्र में दो निकटवर्ती बिन्दुओं के लिए... 


लक, 9 आम 0 0 डर + 47-४४ --४7* 
हि 2 


जिस माप दंड के द्वारा 6& तथा जिस घड़ी के द्वारा ८ प्रत्यक्षतः नापे गये हों, 
वे यदि उस निर्देशांक-तंत्र की अपेक्षा स्थिर हों, तो ये ४6४ और 4 ही लम्बाई तथा' 
काल के प्राकृतिक नाप हैं। किन्तु दूसरी ओर परिमित प्रदेशों में प्रयुक्त निर्देशांक & , 
के द्वारा 4४ को व्यक्त करने का सूत्र है-- 
45 -- 6 72 4: 

अतः यह संभव हो सकता है कि हमें एक ओर तो लम्बाई तथा काल के प्राकृतिक 
ताप तथा दूसरी ओर निर्देशांकों के अनुरूपी अन्तर, इन दोनों का सम्बंध ज्ञात हो जाय । 
दोनों ही निर्देशांक-तंत्रों में आकाश और काल का विभेदन एक-सा होने के कारण, 45 


के दोनों व्यंजजों का समीकरण बनाने से हमें दो अनुबंध प्राप्त होते हैें। और यदि. 


(7074) के अनुसार यह लिख दे कि- 
8 0 ४ असल (४ कि पक 8५ (4:४,/-- ४४, -+- 4४.7) 


477 / 











। +)(7 - ४८०) ४! 
क्‍ 4 / | 
तो, यथेष्ट सन्निकटन तक, ये अनुबंध होंगे-- 
2 कह इक ग्ध्ज 
धबडीयकिबड कब, | है एयर छू हे. 
१/८४, ८2, --८2 ००० 06) 


2 ०८७. । ह 
के ( छा 7 ४ 2) 
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आपेक्षिकता का अभिप्राय 


अतः हमारे निर्वाचित निदंशांक तंत्र की अपेक्षा मात्रक मापदंड की लम्बाई होगी 
& (०८४, 


है ' 


877 / 
जिस विशेष निर्देशांक-तंत्र का हमने निर्वाचन किया है उससे यह निश्चित हो जाता है 
कि यह लम्बाई केवल स्थान पर ही निर्भर होगी, दिशा पर नहीं। यदि हम अन्य 
किसी निर्देशांक-तंत्र को चन लेते तो यह बात नहीं होती । किन्तु निर्देशांक-तंत्र का चुनाव 
हम चाहे किसी भी प्रकार क्‍यों न' करें, परिदृढ़ छड़ों के संखूपण-नियम ([998 0 
८0778 प7३८०7 ) यूक्लिडीय ज्यामिति के नियमों से संगत नहीं हो सकते | अथवा यों 
कहिए कि हमें कोई भी निर्देशांक-तंत्र ऐसा नहीं मिल सकता जिससे किसी भी दिशा 
में अनुन्यस्त (077०7020) मात्रक मापदंड के दोनों सिरों के निर्देशांकों के अन्तर 
0५ 2,, ४ »,, /», ) सदैव इस प्रतिबंध का पालन करें कि-- 
0०% न ५४४ न (५० 5८7 

इस दृष्टिकोण से आकाश यूक्लिडीय नहीं है, किन्तु वक्त” (८पाए८०) है। 
और (706) के द्वितीय अनुबंध के अनुसार हमारी मात्रक घड़ी की टिकटिकों का 
प्राकृतिक कालान्तराल (८7>-7 ), हमारे निर्वाचित निर्देशांक-तंत्र के मात्रकों में 


हो जायगा-- 

2 हि ०्ध ५ 

877 / 

अतः इस घड़ी के आसपासवाले भारयुकत द्रव्य का जितना ही अधिक द्रव्यमान होगा 
उतनी ही मन्द इस घड़ी की चाल हो जायगी । इससे हम यह निष्कर्ष भी निकाल सकते 
हैं कि सूर्य के पृष्ठ पर जो स्पैक्ट्रमीय रेखाएँ उत्पन्न होती हैं वे स्पैक्ट्रम में रक्तवर्ण की 
ओर विस्थापित हो जायेंगी और पृथ्वी पर उत्पन्न अनुरूपी रेखाओं की तुलना में यह 
विस्थापन लगभग 2.70" तरंग-दैध्यं (ए०४००-८००४८०) के बराबर होगा। 
पहले तो इस सिद्धान्त का यह महत्त्वपूर्ण परिणाम प्रेक्षण-विरुद्ध दिखाई दिया, किन्तु 
पिछले कई वर्षों में जो प्रेक्षण किये गये हैं उनके परिणामों ने इस प्रभाव के अस्तित्व को. 
अधिकाधिक प्रायिकत्वपूर्ण (9709907८) बना दिया है और अब इसमें सन्देह करना 
कठिन है कि आगामी कुछ ही वर्षों में इस सिद्धान्त के इस परिणाम का सत्यापन अवश्य 
हो जायगा। ' 
... इस सिद्धान्त के जिस दूसरे परिणाम की परीक्षा प्रयोग के दवोरा हो सकती है उसका 
सम्बंध प्रकाश-किरण के पथ से है। आपेक्षिकता के व्यापक सिद्धान्त में भी प्रत्येक 
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आपेक्षिकता का व्यापक सिद्धान्त ८९ 


स्थानीय अवस्थितित्वीय निर्देशांक-तंत्र की अपेक्षा प्रकाश का वेग सर्वेत्र एक ही मान का 
होता है। काल के प्राकृतिक मात्रकों में इस वेग का मान है। इसलिए आपेक्षिकता 
के व्यापक सिद्धान्त के अनुसार, व्यापकीक्ृत निर्देशांकों में प्रकाश-संचरण के नियम को 


व्यक्त करनेवाला समीकरण होगा-- 
८४4 -- 0 


हमारे निर्वाचित निर्देशांक-तंत्र में और हमारे प्रयुक्त सच्चिकटन तक, (706) के 
अनुसार प्रकाश का वेग निम्न समीकरण के द्वारा व्यक्त होता है 

बी हि ण्ध (०५: दि धं:८,१ लि ४५९) का ( 2020 पर, ““) वे? 

( 477 / | ' 477 / 

अतः हमारे निर्दंशांकों में 
१८ 4८7--42, +4%. _ मा धर 
2 477. /# 

... इससे यह निष्कर्ष भी निकाला जा सकता है कि किसी बहुत बड़े द्रव्य-पुंज के निकट 

से जाने में प्रकाश की किरण मूड़ जाती है (विक्षेपित हो जाती है) । यदि हम यह 
.. कल्पना करें कि सूर्य का सम्पूर्ण द्रव्यमान /७/ हमारे निर्देशांक-तंत्र के मूल बिन्दु पर एकत्रित 
.. है तो »,«, समतल में &,-अक्ष से समान्तर चलनेवाली प्रकाश-किरण का पूरा विक्षेप 


मूल बिन्दु से / की दूरी पर-- 

















प्रकादश-वेग ।,- मल 827 0 8 





। गे 
, 0०27 
क्‍ | -थ 
होगा और यह सूर्य की तरफ़ होगा। अनुकलन करने पर यह विक्षेप होगा 
0६ पा पे गज र दर पे १408 
247 /५ 


और यदि / सूर्य की त्रिज्या के बराबर हो तो इसका मान 7.7” होगा। इस विक्षेप 

.. के अस्तित्व तथा मान का सत्यापन १९१९ में अंग्रेज़ों के सूर्य-प्रहण अभियान 

ऊधंपओय 5097 #टा955० ए955०्वा४००) द्वारा विलक्षण यथाथतायूर्वेक हो 

चुका है और १९२२ में होने वाले सूर्य-प्रहण के अवसर पर इसके मान को और भी अधिक 

_ यथार्थतापूर्वक नापने की तैयारी अत्यन्त सावधानी से की गयी । यह भी ध्यान' देने 

योग्य बात है कि इस सिद्धान्त के इस प्ररिणाम पर भी निर्देशांक-तंत्र के मनमाने निर्वाचन 
का कोई प्रभाव नहीं पड़ता । द 


् 















"टी हलक शतक न लनन 5 3-8० था नततमीत भव कर करनके न धन 3 कट 


९० आपेक्षिकता का अभिप्राय 






अब हम इस सिद्धान्त के एक' तीसरे परिणाम की चर्चा करेंगे जिसकी परीक्षा 
प्रेक्षण द्वारा हो सकती है। इसका सम्बंध बुध ग्रह के परिसौर बिन्दु (97«7॥८7॥०) 
की गति से है। ग्रहों की कक्षाओं में होनेवाले दीघंकालिक ($८८ए०४) परिवतंन 
इतनी यथार्थ॑ता पूर्वक ज्ञात हैं कि जितने सन्चिकटन का उपयोग हमने अब तक किया 
है वह सिद्धान्त और प्रेक्षण की तुलना के लिए पर्याप्त नहीं है। हमें फिर क्षेत्र-समीकरण 
96) का सहारा लेना पड़ेगा। इस समस्या को हल करने के लिए मैंने उत्तरोत्तर 
सन्निकटन (5प८८४४अंए० 9770 >प7740 075 ) की विधि का उपयोग किया था। किन्तु 
'उसके पदचात्‌ इवार्ज्सचाइल्ड (5॥ए०725८ॉ ०१) तथा अन्य लोगों ने कैन्द्रिक संमित 
स्थैतिक गुरुत्वीय क्षेत्र (८८ादर्ब 3ए््ाप्रादारंद्व अ्ांपर्श छ१एंपट004 क्‍2[|व 
की समस्या को पूर्ण रूप से हल कर लिया है। वेल (पल 'ए८ए!) की पुस्तक दिक्‌- 
काल और द्रव्य” (२०प7-८०६-7790८76) में इसकी जो व्युत्पत्ति दी गयी है वह तो 
विदयेषत: सुन्दर है। यदि हम सीधे समीकरण (96) पर लौटने के स्थान में विचरण 
ए००779007 ) के उस नियम का सहारा लें जो इस समीकरण के तुल्य ही है तो परि- 
कलन सुगम हो सकता है। यहां हम इस प्रक्रिया का केवल इतना ही दिग्दशन करंगे 
जितना कि इस विधि को समझने के लिए आवश्यक है । 
यदि क्षेत्र स्थैतिक हो तो अवश्य ही ८४४* का रूप होगा-- 
4६8 -० ---4०१ -.- | 4४ * ु 
दर धरा न्‍ कक क न] 0 
4 -- 2 9५५ 42, ४2५ क्‍ 709) 
जहाँ अंतिम समीकरण के दक्षिण-पक्ष का संकलन केवल आकाशीय चरों तक ही 
सीमित रखना होगा। क्षेत्र की कैन्द्रिक संमिति के कारण 9 पा रूप अवश्य ही 






















यह होगा-- । ' 
२५४ जी ३३ दे 770) 


जहां [4 तथा » केवल #5-१९/ »?--७,“-+- ०. के फलन हैं। इन तीनों में से एक 
'फलन का निर्वाचन मनमाना हो सकता है क्‍योंकि हमारा निर्देशांक-तंत्र तो पहले से ही. 
बिलकुल मनमाना चुना गया है, और निम्नलिखित प्रतिस्थापन 
४५ क+ &; 


/ कक |३| कि गा 
2 2 (/) हे 


>> 2 
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के द्वारा हम सदैव यह निश्चित कर सकते हैं कि इन तीनों फलनों में से एक अवश्य ही / 
का कोई विशेषतः निर्धारित फलन होगा। अतः व्यापकता को सीमित किये बिना ही 
हम (770) के स्थान में लिख सकते हैं कि-- 


2५७ हे 9५08 गा 2४, ४ गे 3 7704 
इस प्रकार इन दोनों राशियों ( » तथा | ) के पदों में न] किये जा सकते 
हैं। इन्हें # के फलनों के रूप में प्राप्त करने के लिए पहले तो (709) तथा (7704 
के द्वारा [? ा का परिकलन करना होगा और तब इन्हें समीकरण (96) में निविष्ट ' 


करना होगा। ऐसा करने पर-- 
6... ७ &, -- 200 








0' गा 0६ ॥$ # ० 
9 ह। ब्श्द रु नल + १9४१० फन्‍+ ५329 के लि ए 
४७७3 ई / प_ -- 2: ४७० ० । हे 
क्‍ | 
[/ ले [ माक एः नव -- 7.2 के लिए ह , “ 
रह [ 432 | 8 ०, 2 १393 छ्‌ । 7707 ५ 
हा 55४7 १/_ न 5 मर डर थे यु १ द । 
02. 4-4. 0५५ द | 
इन परिणामों के द्वारा क्षेत्र-समीकरणों से इवाज्संचाइल्ड का हल प्राप्त हो जाता है 
8. मा “! 
[| ॥-- -> )4! न 4 --7 ($777049*<-- 697) | ....(7099 ) ् 
| ( 2. फही जन-+- । 
३० 22 /$ ; | 
जहाँ हमने यह मान लिया है कि--- 
305. “हे 28 
द 2, की #/97 0 आय $ । 
४, नी 737 0 ८05 ९ | 
४, नूर / ८05 0 | 7090 
पा जा ८ | 
477 । ह है 


'.. इसमें ५ सूये का द्रव्य मान है जो निर्देशांक-तंत्र के मूल बिन्दू पर संमित . 
($ए7777०07८७ए) रूप से केन्द्रित माना गया है। हल (709) इस द्रव्य-पुंज से ४ 
बहिवंर्ती प्रदेश में ही मान्य है। जहां ४ 5-० होते हैं। यदि ग्रह की गति &-&,...... 
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समतल में हो तो (09०) के स्थान में हमें लिखना पड़ेगा-- 
कि ५ कं 
विजन गत न 


/ 


ग्रहीयः गति का परिकलन समीकरण (9०) पर आश्रित है। (7709) के 
प्रथम समीकरण तथा (90) से संकेतांक 7, 2, 3 के लिए प्राप्त होगा--- 


0 
>> है 00 ००००-०० धन नए प्र पे 
व ०; "25 ) 
अथवा यदि इसका अनुकलन करके इसे श्रुवीयः (7०4४) निर्देशांकों में व्यक्त करें तो... 


' रध | । है ॥ ॥॥ ॥ै ॥ 
#+ परे थर कै कक सी ' 
हा परमकालम«नऊ>क, सि आओ की झ्स ) । 


और (90) से ही [/--4 के लिए 
0 कवर 6 जी यम ॥ अजित बी ः 


() बस --- ब्झ्न -.-- न्ल््ज्+ को लक 


बह. 2 व - वं।.. के बल * कर क्र 





कर /24%* ४ जी *-«  [709८ ४! । ह 


क्र 


इसको [7 से गुणा करके अनुकुलन करने से-- 


० न्न्स्थिर ...  - +-«  - हर 772) 
4५ 





709८), (777) और (772) में चार चरों (5, / ९) के तीन समीकरण हैं ल्‍ 
जिनके ग्रह की गति का परिकलन चिर प्रतिष्ठित यांत्रिकी रीति से ही किया जा सकता 
. है। इससे सबसे अधिक महत्त्वपूर्ण परिणाम यह निकलता है कि ग्रह के परिक्रमण की 


अभिदिशा (5८४5८) में ग्रह की दीघ वृत्तीय' कक्षा (090) का दीघेकालिक घूर्णन 

होता रहता है और प्रत्येक परिक्रमा में इस घूृर्णण का परिमाण होता है-- 
2477 5 

द व्ज्व्त्श 

. जहाँ ««ग्हीय कक्षा के अध॑दीर्ष अक्ष ($९फां-ए/क्षुंणः ४5४5) की लम्बाई 

सेन्टीमीटरों में है। ु द हे 

९ >> संख्यात्मक उत्केन्द्रता द ९८८७०पांटाए ) | १ नव] 

८-- 3»८70/"-- शुन्याकाश में प्रकाश का वेग । कक 

7 परिक्रमा का आवंतकाल (|८४00) सैकंडों में।.... 











क्र का का हे 3) 
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इस व्यंजक से बुध ग्रह के परिसौर की उस गति का स्पष्टीकरण हो जाता है जिसका 

ज्ञान हमें सौ वर्षों से अर्थात लेवेरियर-,००८४४४०४ के समय से) है और जिसका 
कोई भी संतोषजनक स्पष्टीकरण करन मे सैद्धान्तिक ज्योतिष अब तक असमर्थ रहा है। 

मंक्सवैल के विद्युतू-चुम्बकोय क्षेत्र के सिद्धान्त को आपेक्षिकता के व्यापक सिद्धान्त 

की भाषा में व्यक्त करत मं कोई कठिनाई नहीं है। यह काम (87), (82) तथा 

77) के टेल्सरों के उपयोग से हो जाता है। मान लीजिए कि $ प्रथम कोटि का वह 


है जिसके द्वारा हम विद्युत्‌-चुम्बकीय चतुविमितीय विभव' (4-विभव ) को व्यक्त 
करना चाहते हैं। तब इस विद्यत-चम्बकीय टेन्सर का परिभाषिक अनुबंध होगा--- 
0९ 9९ 
(2. 9 


के ध्ल्प्ट 85% छ हम हक ड # कक $:% ७ 


ह 2 (४ 
और तब इससे प्राप्त टेन्सर-समीकरण के द्वारा मैक्सवल् के समीकरण-संघ के द्वितीय 
समीकरण का रूप हो जायगा 





774 ) 


वि मन्िजज 
पक 9 # १ 





774 9) 


और मैक्सवैल के समीकरण-संघ का प्रथम समीकरण निर्धारित होगा तिम्न- 


लिखित टेन्सर-घनत्व के अनुबंध. से-- 
[22 





पट >> ... हर हे 20) 
जिसमें. फ्र ग ४67 6० 
हु हलक 4४ , 
या 2 कक 


यदि हम (96) के दक्षिण पक्ष में विद्युतू-चुम्बकीय क्षेत्र के ऊर्जा-टेन्सर को 


निविष्ट कर दें तो (96) का अपसरण (4एथष्टष7८८) लेने पर </ 5० की 
विशिष्ट परिस्थिति में हमें (776) प्राप्त हो जाता है। आपेक्षिकता के व्यापक 
सिद्धान्त की योजना में विद्यत्‌ के सिद्धान्त को इस' प्रकार समाविष्ट करना अनेक 
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सैद्धान्तिकों के मतानुसार मनमाना है और संतोषजनक नहीं समझा जा सकता और 
न इस प्रकार हम आविष्ट मूलकणों से बने हुए विद्युत्‌ के संतुलन को समझ सकते ह। 
अधिक वांछनीय' सिद्धान्त तो वह होगा जिसमें गुरुत्वीय क्षेत्र तथा विद्युत्‌-चुम्बकीय 
क्षेत्र इस प्रकार समाविष्ट हों कि उन्हें ताकिक दृष्टि से दो अलग-अलग प्रकार की 
संरचनाएँ न समझा जा सके। वेल (. ए४८४) ने तथा हाल में ही कालज़ा (7].. 


[7०।प्29) ने इस दिशा में कुछ विचक्षण विचार प्रस्तुत किये हैं, किन्तु इनके सम्बन्ध 


में मेरा सुनिश्चित मत यह है कि ये हमें मूल समस्या के यथार्थ हल के अधिक निकट नहीं 
पहुँचाते। इस बात को और अधिक न बढ़ाकर अब में तथाकथित विश्व-संरचना 
की समस्या ( ८०४77008८०वस 9700०० ) का विवेचन करूँगा क्‍योंकि इसके 
बिना आपेक्षिकता के व्यापक सिद्धान्त का विवेचन भी एक प्रकार से अपूर्ण तथा 
असंतोषजनक ही रह जायगा। द 

. क्षेत्र-समीकरण (96) पर आधारित हमारे पिछले विवेचन के मूल में यह 
धारणा थी कि लगभग सम्पूर्ण आकाश गलीलीय तथा यूक्लिडीय है, किन्तु कहीं-कहीं 


उसमें आरोपित द्रव्य-पूंजों के कारण इस लक्षण में विकार उत्पन्न हो जाता है। जब 


तक हमारा ध्यान लगभग उसी पारमाणिक कोटि के विस्तारवाले आकाश पर सीमित 
था जिससे ज्योतिष-विज्ञान में हमारा अधिक सम्पर्क रहता है तब तक तो यह धारणा 
निस्सन्देह समर्थनीय समझी जा सकती थी। किन्तु यह प्रश्न बिलकुल ही भिन्न है कि 
बिश्व के समस्त प्रदेश यूक्‍्लिडीयाभासी होते हैं चाहे उनका विस्तार कितना ही बड़ा 
क्यों न हो । इस बात को स्पष्ट करने के लिए हम पृष्ठ-सिद्धान्त ((0०००ए ०६ 59००) 
से एक उदाहरण प्रस्तुत करेंगे जिसका उपयोग हम पहले भी कई बार कर चुके हैँ । यदि 
किसी पृष्ठ का थोड़ा-सा भाग हमें लगभग समतल जान पड़े तो हम यह नतीजा नहीं 


निकाल सकते कि वह पूरा का पूरा पृष्ठ समतरू आकृति का है। ऐसा भी तो हो. 
सकता है कि वह पृष्ठ गोलाकार हो और उसकी त्रिज्या बहुत ही बड़ी हो। आपेक्षिकता 


के सिद्धान्त के विकास से पहले इस प्रइन पर ज्यामितीय' दृष्टिकोण से बहुत विवाद 
हो चुका था कि क्या यह विश्व अधिकांशत: अ-यूक्लिडीय' है ?” किन्तु आपेक्षिकता 
के सिद्धान्त के कारण अब इस प्रइन ने नवीन' रूप ले लिया है क्योंकि इस सिद्धान्त के 
अनुसार वस्तुओं के ज्यामितीय गुण स्वतंत्र नहीं होते। वे द्रव्य-पुंजों के वितरण पर 
अवरूम्बित होते द 


यदि विश्व यूक्लिडीयाभासी हो तो मैख ( (४८) ) का यह विचार बिलकुल 


गलत है कि गुरुत्व की भाँति अवस्थितित्व भी वस्तुओं की किसी पारस्परिक क्रिया 
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का ही फल है क्योंकि ऐसी दशा में किसी समुचित प्रकार से निर्वाचित निर्देशांक-तंत्र 
के लिए, अनन्त दूरी पर तो €, , नियत मान के होंगे जैसा कि आपेक्षिकता के विशिष्ट 


सिद्धान्त में होता है, किन्तु उपस्थित द्रव्य-पूंजों के प्रभाव से, कुछ परिमित प्रदेशों में 


€. , के मानों में उन्न नियत मानों की अपेक्षा बहुत थोड़ा-सा फर्क आ जायगा। तब 
( 
आकाश के भौतिक गण द्रव्य' से सवंथा स्वतंत्र अथवा अश्रभावित नहीं हो सकते। द्वव्य' 


की उपस्थिति के कारण उन गुणों में कुछ विक्वृति उत्पन्न हो जायगी, किन्तु यह विकृति 
होगी बहुत ही थोड़े-से परिमाण की । इस प्रकार की हंतयुक्त धारणा स्वयं तो संतोष- 
जनक है ही नहीं, किन्तु उसके विरुद्ध कुछ महत्त्वपूर्ण भौतिक तक भी हैं जिन पर अब 
हम विचार करंग । 

विश्व अनन्त है और अनन्ती (४7779) पर वह यूक्लिडीय' है। यह परिकल्पना 
 आपेक्षिकता के दृष्टिकोण से बड़ी जटिल कल्पना है। आपेक्षिकता के व्यापक सिद्धान्त 
की भाषा में इस परिकल्पना से यह आवद्यक हो जाता है कि चतुर्थ कोटि का रीमान- 
टेन्सर (२70779777 ) अनन्तीपर शून्य हो जाय, और इसके लिए आवश्यक प्रतिबंधों की 
संख्या बीस होगी । किन्तु गृर॒त्वीय क्षेत्र के नियमों में वक्रता के केवल दस ही घटक 
| हि, निविष्ट होते हैं। बिना किसी भौतिक आधार के इतना अधिक कठोर परिसीमन 


(#77:270०7 ) निस्सन्देह संतोष-जनक नहीं हो सकता। 
किन्तु दूसरी ओर, आपेक्षिकता के सिद्धान्त से यह संभाव्य. दिखाई देता है कि 
अवस्थितित्व को द्रव्यों की पारस्परिक क्रिया का परिणाम समझने में मेख़ सही रास्ते 
पर था। हम प्रमाणित कर देंगे कि हमारे समीकरणों के अनुसार जड़ द्रव्य-पुंज अवश्य 
ही अवस्थितित्व की आपेक्षिकता के अर्थ में एक दूसरे पर क्रिया करते हैं चाहे यह 
क्रिया कितनी ही क्षीण क्‍यों न हो । मेख़ की विचारधारा के अनुसार क्या क्या बातें 
आवश्यक होंगी 
(१) यदि किसी वस्तु के निकट भारयुकत द्रव्य का संचय कर दिया जाय तो 

.. उस वस्तु का अवस्थितित्व बढ़ जायगा । 

(२) यदि किसी वस्तु की निकटवर्ती वस्तुओं में त्वरण उत्पन्न कर दिया जाय 
तो उस वस्तु पर भी त्वरणकारी बल लगेगा और यंह बल वस्तुत: उस 
त्वरण की ही दिशा में लगेगा । द न्‍ 
(३) घूृणित खोखली वस्तु के भीतर गतिमान वस्तुओं को घूर्णन की दिशा में 
.. विक्षेपित करनेवाला एक कोरियोलिस क्षेत्र ( (००05 609) तथा. 
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बह 


एक त्रिज्या अपकेन्द्र बल (एबवीं७ ८धाप्परपट्ठओ 40708) स्वयं ही 

उत्पन्न हो जायेंगे । द 

अब हम यह बतडायेंगे कि हमारे आपेक्षिकता के सिद्धान्त के अनुसार भी मैख 

की विचारधारा द्वारा प्राप्त इन तीनों प्रभावों का अस्तित्व तो है, किन्तु उनका परिमाण 
इतना छोटा होता है कि प्रयोगशाला के प्रयोगों से उसके सत्यापन की बात सोची भी 
नहीं जा सकती । इस उद्देश्य की पूर्ति के लिए हम पुनः द्रव्य-कण के गति समीकरण 
9०) की ओर लौटेंगे और समीकरण (9०4) की अपेक्षा सचन्निकटन को अधिक 


घ२े ७.) 


आगे तक ले जायेंगे । 

पहले तो हम मान छेंगे कि %,, प्रथम कोटि की स्वल्प राशि है। ऊर्जा- 
समीकरण के अनुसार गुरुत्व-बल के प्रभाव से गतिमान द्रव्य-पुंजों के वेग के वर्गों के मान 
भी इसी कोटि के होते हैँ। अतः यह समझना तकं-संगत होगा कि हमारे विचाराधीन 
द्रव्य-कणों के वेग तथा ग्‌रुत्वीय-क्षेत्र को उत्पन्न करनेवाले द्रव्य-पूंजों के वेग भी स्वल्प 
है और लगभग $ की कोटि के हैं । अब हम क्षेत्र-समीकरण (707) तथा गति. 
समीकरण (9०) से प्राप्त समीकरणों का सन्निकटन इस प्रकार करेंगे कि परिकलन 
के लिए (90) के द्वितीय भाग में उन वेगों के एक-घात पदों को उपेक्षणीय नहीं समझेंगे । 


इसके अतिरिक्त हम ८6 और 4 को भी बराबर नहीं समझेंगे, किन्तु इस उच्चतर 
सन्निकटन' के अनुरूप हम यह लिखेंगे कि-- क्‍ 


5 5९ /8 बी (7- 2») 7 


पहले तो (90) से प्राप्त होगा-- * 











बह बह... क  ट 
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आपेक्षिकता का व्यापक सिद्धान्त ९७ 
जहाँ » तथा 3 आकाश-सम्बन्धी संकेतांक हैँ । 


776) के दक्षिण पक्ष में हम 7+ ४ के स्थान में 7 लिख सकते हैं और 


4] 


-ः हा के स्थान ने कि । इसके अतिरिक्त यह समझना भी सुगम है कि इस 


सन्निकटन तक हमें यह भी मानना पड़ेगा कि-- 


















94 
व 44 ब 4४ 
9५% ९ 

(४ 0 है 0 अर 

हि ु ; 9 _ 02 ५, 
[2 हु 95% 85४ <“' 

| ० [+ 

०3 लक हे 

[४ 


यहाँ भी ०», 8 तथा ७ आकाश-सम्बन्धी संकेतांक हैं। अत: (776) से हम प्रचलित 
सदिश संकेतन में प्राप्त करेंगे कि-- 





हे 7. 6)५ | ८ 87४0 ५८- +“: ला 700 /१ »८ ४ | 
वा 0! 
« अली 7 क ग्वप । 
सह कर 877 / |; रे 78 
४ 
६ लरमकेकननमम«ज«->भ«नक 
ही बह का ५ 


अल न पा पकल कक 





अब ये गति-समीकरण (778) यह प्रगठ करते हैं कि वस्तुतः 

(7) अवस्थितित्वीय' द्रव्य-ममान 7+ ० का अनुपाती होता है। अतः परीक्ष्य 
वस्तु के निकट भारयुक्‍त द्रव्य-पुंजों की उपस्थिति के कारण यह द्रव्यमान 

... बढ़ जाता है। हे द 

(2) परीक्ष्य वस्तु पर त्वरणयु रणयुक्‍्त द्रव्य-पुंजों की कुछ प्रेरक क्रिया होती है. 

५३ 
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और यह त्वरण की दिशा ही में होती है। पद गा इसी क्रिया को 


व्यक्त करता है । 

3 ) यदि कोई द्रव्य-कण किसी घूर्णनयुक्त खोखली वस्तु के अन्दर घ्र्णन के 
अक्ष से समकोण दिशा में गमन' कर रहा हो तो वह घूर्णन की दिशा 
विक्षेपित ((००८८८०) हो जाता है (कोरियोलिस क्षेत्र ) | घूर्णनयुक्त 
खोखली वस्तु के भीतर उपर्युक्त अपकेन्द्र बल भी इस सिद्धान्त से प्राप्त 
हो जाता है। यह बात थिरिंग (7॥77708 ) ने प्रमाणित कर दी है।* 

यद्यपि & का मान इतना छोटा होने के कारण, इन' समस्त प्रभावों का सत्यापन 
प्रयोग द्वारा संभव नहीं है तथापि आपेक्षिकता के व्यापक सिद्धान्त के अनुसार 
उनका अस्तित्व असंदिग्ध है। और इन प्रभावों से हमे अवस्थितित्वीय' क्रियाओं की 
आपेक्षिकता सम्बन्धी मैख के विचारों का प्रबक समर्थन मिलता है। यदि इसी 
विचारधारा का अनुसरण अंत तक किया जाय तो अवश्य ही हम इस परिणाम पर 
पहुँचेंगे कि सम्पूर्ण अवस्थितित्व का अर्थात्‌ पूरे के पूरे € पे ग का कारण विश्व- 


व्यापी द्रव्य है और केवल अनन्ती के सीमान्त प्रतिबंध ही मुख्य कारण नहीं हैं। 
समस्त विश्व में विस्तृत का -लेत्र की संतोषजनक' धारणा के लिए यह तथ्य बहुत 


अथपूर्ण है कि तारों का आपेक्षिक वेग प्रकाश-वेग की तुलना में बहुत ही कम होता 
है। इस बात से यह निष्कर्ष निकलता है कि यदि निर्देशांकों का समुचित निर्वाचन 
किया जाय तो विश्व भर में 000 नियत मान का हो जाता है--कम से कम 


विश्व के उस भाग में जहाँ द्रव्य विद्यमान हो और यह संकल्पना भी स्वाभाविक मालूम 
देती है कि तारों का अस्तित्व विश्व के सभी भागों में है। अत: यह संकल्पता भी अनु- 
चित नहीं है कि € ५७ गाते सवंत्र बराबर न होने का एकमात्र कारण यह है कि 


द्रव्य विश्व भर में संतत रूप से (८०॥४४०प०प्र४/०) वितरित नहीं है, किन्तु वह 
अलग-अलग खगोलीय पिंडों और पिड-समूहों में संघनित है। यदि हम पूरे विश्व के 


* किसी अवस्थितित्वीय-तन्त्र की अपेक्षा एक समान वेग से घूर्णन करनेवाले कार्तीय निर्दो- 
शांक-तन्त्र के विशिष्ट उदाहरण में यह बात परिकलन के बिना भी समझ में आ सकती है कि इस 
अपकेन्द्र क्रिया का अवश्य ही कोरियोलिस क्षेत्र के अस्तित्व से अवियोज्य सम्बन्ध है | ऐसी परिस्थिति 
में हमारे व्यापक सहचर समीकरण अवश्य ही स्वाभाविक रूप से मान्य होंगे | 
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ज्यामितीय लक्षणों का कुछ ज्ञान प्राप्त करने के उद्देश्य से द्रव्य के घनत्व की और £€ 
[2.2 


क्षेत्र की विशेषतः स्थानीय विषमांगिताओं (707-प्रगं007ण7ए) को उपेक्षणीय' 
समझने के लिए तैयार हों तो द्रव्य-पुंजों के वास्तविक वितरण के स्थान में यह मान 
लेना स्वाभाविक जान पड़ता है कि द्रव्य का वितरण संतत और एक-समान है और 
इस वितरण का घनत्व सर्वत्र ०- है। इस कल्पित विश्व में समस्त बिन्दु आकाशीय 
दिशाओं की अपेक्षा तुल्य-रूपी होंगे; आकाशीय' विस्तार की दृष्टि से इस विश्व की 
बक्रता सवेत्र एक-समान होगी और यह (विश्व) निर्देशांक ४, की अपेक्षा बेलनाकार 
होगा। यह संभावना विशेष रूप' से संतोषजनक जान पड़ती है कि इस विश्व का 
आकाशीय' विस्तार परिमित है और ० की सावंत्रिक एक समानता की संकल्पना 
के अनुसार, उसकी वक्रता भी सर्वत्र एक समान है अर्थात्‌ वह या तो गोलाकार है या 
बेलनाकार है क्योंकि तब अनन्ती के जो सीमान्त प्रतिबंध आपेक्षिकता के व्यापक 
सिद्धान्त की दृष्टि से इतने आपत्तिजनक हैं उनके स्थान में संवुत-आकाश (८05८व 
3740०) के लिए अत्यन्त स्वाभाविक प्रतिबंध प्रतिस्थापित किये जा सकते हैं।..._ 


उपर्थक्त कथन के अनुसार हमें यह लिखना होगा 


ति -- पड जले पी! गे 4५% 42६ , खिकी मा (॥ 79) 


(० 
जहाँ संकेतांक (५ और 9 के मान केवल ; से 3 तक ही सीमित हैं और ? हा 


निर्देशांक ४,, ४५, ४,, के ऐसे फलन हैं जिनका सम्बन्ध धन-चिह्नीय नियत वक्रतावाले 


त्रिविमितीय सांतत्यक से है। अब हमें यह देखना है कि ऐसी संकल्पना से गुरुत्व के 


क्षेत्रसमीकरण सनन्‍्तुष्ट हो सकते हैं या नहीं । 
इस अनुसंधान के लिए सबसे पहले तो यह मालूम करना आवश्यक है कि नियत 
वक्रतायक्त त्रिविमितीय बहुविभितिक ( 779070]0 ) किन अवकल समीकरणों 
का पालन करता है। चतुविमितीय* यूब्लिडीय सांतत्यक में अवस्थित त्रिविमितीय 
गोलाकार बहुविमितिक जिन समीकरणों को सन्तुष्ट करता है वे हैं-- 
2 न ना नी ४4 न्‍॑ थी 


के ली 0 (2 
45, +- (६, +- 40. -- ४2०, रू 4ई* 


* आकाश की चतुर्थ विमिति की सहायता का केवछ एक गणितीय साधन के अतिरिक्त और 
कोई प्राकृतिक अर्थ नहीं ह | ब; 
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इनमें से £८, का निरसन करने से यह प्राप्त होता है-- 


८ 
है. ॥ ० हे 387 04000 22006)" 
है ४ | ध 3 


४, के तृतीय और उच्चतर घातों के पदों को उपेक्षणीय मानकर, मूल बिन्दु के 





समीपस्थ प्रदेश में लिखा जा सकता है कि-- 


0० 
454 -- (१५ पा [० “) 4५ 4.४ , 


कोष्ठक के भीतरवाला व्यंजक मूल बिन्दु के निकटवर्ती बहुविभितिक के £ हे को 


व्यक्त करता है। (88) की सहायता से इस बहुविमितिक के लिए मूल बिन्दु पर 


प्‌ हर परिकलन' बहुत सरल है क्योंकि &£ हा के प्रथम व्युत्पज्नों के और इसलिए 


[ः | ५ के भी मान मूल बिन्दु पर शून्य हो जाते हैँ। वहाँ-- 


2 2 
.. ४? पा (०.2 र्धा & 


[2.07 
यह अनुबंध प्रत्येक निर्देशांक-तंत्र के लिए तथा उस बहुविमितिक में सर्वत्र मान्य है 





क्यों ह 2, द 
के समीकरण हे. 5२-४४ ५० समान्यतः सहचर होता है और उस बहु- 


विमितिक के समस्त बिन्दु ज्यामितीय दृष्टि से तुल्य-रूपी हैं। चतुविमितीय तथा त्रिवि- 
मितीय' सांतत्यकों के सम्बन्ध में श्रम के निवारण के लिए अब हम त्रिवितीय' सांतत्यक 
सम्बन्धी राशियों को ग्रीक अक्षरों द्वारा व्यक्त करेंगे और यह लिखेंगे कि-- 

2 


(0.2 व रा 720) 
क्री सी रु कक? कर्क का कक आर] कक 


अब हम क्षेत्र समीकरण (96) का उपयोग इस' विशिष्ट उदाहरण के लिए 


| छक ब 


करग। (779) से चतुविमितीय' बहुविमितिक के लिए 
अर ता [ ७, ? के मान 3 से 3३ तक ! 





(०.2 
रा रू ८ ५, तत्पर ततरप५ बज 
96) के दक्षिण पक्ष के लिए हमें धूल के गुबार में उपस्थित कणों के समान 


348 जहर 2] 











आपेक्षिकता का व्यापक सिद्धान्त १०१ 


वितरित द्रव्य का ऊर्जा-टेन्सर मालूम करना पड़ेगा। इसलिए उपर्युक्त विवेचन के 
अनसार हमें विराम की विशिष्ट स्थिति के लिए लिखना पड़ेगा कि--- 


हे हा 4: 4:८ 

0, का. क# 
किन्तु इसके अतिरिक्त एक दाब-मूलक पद भी हम इसमें जोड़ देंगे। इस पद का 
भौतिक निर्धारण निम्त प्रकार किया जा सकता है। द्रव्य विद्युत्‌ से आविष्ट कणों का 
बना हुआ है। मैक्सवैल के सिद्धान्त के आधार पर ये कण विच्नित्रता-विहीन ( ५८९ 
५०7 अं72पॉक0०७) विद्युतू-चुम्बकीय क्षेत्र नहीं समझे जा सकते । तथ्यों से सांगत्य 
सुरक्षित रखने के लिए ऐसे ऊर्जा-मूछक पदों को निविष्ट करना आवश्यक होगा जो 
मैक्सवैल के सिद्धान्त में तो उपस्थित नहीं हैं, किन्तु जिनके कारण अलग-अलग होने 
प्र भी और सजातीय आवेशजनित पारस्परिक प्रतिकर्षण (7८7परआं०7) विद्यमान 
होने पर भी, इन वैद्युत्‌ कणों का एकत्रित रहना संभव हो जाय'। तथ्यों से सांगत्य प्राप्त 
करने के लिए पाँडकरे (07०७८ ) ने यह संकल्पना की थी कि इन कणों के भीतर 
एक प्रकार का दबाव होता है जो स्थिर वेच्युत्‌ ( ६०८४:०४६400 ) प्रतिकर्षण 
का प्रतितोलन (72/27००) कर देता है। किन्तु यह कह देना संभव नहीं है कि 
इन कणों से बाहर यह दबाव शून्य हो जाता है । इसलिए यदि हम एक दबाव मूलक 
पद जोड़ दें तो हमारे घटनामूलक विवेचन में इस परिस्थिति से सांगत्य' स्थापित हो 
सकता है। किन्तु इस दबाव को द्रव-गतिकीय' ( ॥एठ7०वंए्०४7४८०४फ ) दाब 
समझने की भूल नहीं करती चाहिए क्योंकि इसका कार्य तो केवल इतना ही है कि 
द्रव्य के अन्दर गतिकीय' अनुबंधों को ऊर्जा-मूछक रूप में प्रस्तुत कर दे। अतः हम 
लिखेंगे कि--- * 

व... 4४ 


प्‌ > ५८ 
हा ४,8५8 आय क हट हे 2 22) 


अरे 





और हमारे विशिष्ट उदाहरण में, हमें यह लिखना पड़ेगा कि 
शा स्का [ ७५० के मान + से 3 तक 


(2.८४ 
प्‌७, तन ०- 
४ जी १४४५ हि 2--०--! व्ल्८ ०-- 4.2 
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फिर क्षेत्र-समीकरण (96) इस रूप में भी लिखा जा सकता है-- 


५ 252 ता ली हम 88 
जी यह ( 0 5 “09 ) 
अतः (96) से यह समीकरण प्राप्त हो जायगा--- 


2, 0' 
री छा ७ ये (दर ) 2 (४ 


(९ बनने 


 6' 
0 -- -- ८ (पा गज) 
:/ 








2. 
723 ) 
पल 





6 6 


यदि यह विश्व यूक्लिडीयाभासी हो और इस कारण उसकी त्रिज्या अनन्त हो 
तो ०--० होगा । किन्तु इस बात की संभावना बहुत कम है कि विश्व में द्रव्य का 
औसत घनत्व वास्तव में शून्य हो । विश्व को यूक्लिडीयाभासी मानने के विरुद्ध यह 
हमारा तीसरा तक है। और यह भी संभव नहीं मालूम होता कि हमारे कल्पित दबाव 
का लोप हो जाय । विद्युत्‌-चुम्बकीय क्षेत्र के अधिक अच्छे सैद्धान्तिक ज्ञान के बिना 


हि 


इस दबाव के भौतिक स्वरूप को समझना संभव नहीं है। (723) के द्वितीय' समी- 
करण के अनुसार, विश्व की त्रिज्या ८ को द्रव्य के सम्पूर्ण द्रव्यमान ५ के द्वारा व्यक्त 
करने का समीकरण है-- 
*९/(॥८ 
4775 
इस समीकरण से यह स्पष्टत: प्रगट हो जाता है कि ज्यामितीय लक्षण भौतिक गुणों 
पर पूर्णतः अवलूम्बित है। द 

अत: अनन्त आकाश की धारणा के विपक्ष में और संव॒ुत परिमित आकाश के 


पक्ष में हम निम्नलिखित तक उपस्थित कर सकते हैं। कि 
१) आपेक्षिकता के सिद्धान्त के दृष्टिकोण से विश्व की संरचना को यू क्लिडीया- 
भासी मानकर अनन्ती पर सीमान्‍्त प्रतिबंधों की संकल्पना करने की अपेक्षा संवृत विश्व 
की संकल्पना बहुत ही अधिक सरल है। 
(२) मैख की यह धारणा कि अवस्थितित्व लस्तुओं की पारस्परिक क्रिया पर 
अवरूम्बित है प्रथम सन्निकटन तक तो आपेक्षिकता क्े सिद्धान्त के समीकरणों में ही 


८ 5 ३३: [24 
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निहित है। इन समीकरणों से यह परिणाम निकल आता है कि अवस्थितित्व कम से 
कम अंशतः तो द्रव्य-पुंजों की पारस्परिक क्रिया पर अवरूम्बित है ही । इससे मेख की 
धारणा के सत्य होने की प्रायिकता (7004० 709) बढ़ जाती है क्‍योंकि यह 
धारणा संतोषजनक नहीं समझी जा सकती कि अवस्थितित्व का कुछ अंश तो पारस्परिक 
क्रियाओं पर अवलूम्बित होता है और कुछ अंश आकाश के किसी स्वतंत्र गुण पर। 
किन्तु मैख की यह धारणा आकाश में सीमित और परिमित विश्व के अनुकूल तो है, 
परन्तु यूक्लिडीयाभासी अनन्त विश्व के अनुकूल नहीं है। ज्ञान-शास्त्र के दृष्टिकोण 
से यह समझना अधिक संतोषजनक है कि आकाश के यांत्रिक गुण पूर्णतः द्रव्य के ही द्वारा 
निर्णीत होते हैं और ऐसा होना केवल संवृत तथा परिमित विश्व में ही संभव है। _ 

३) अनन्त विश्व केवल तभी संभव हो सकता है जब विश्व में द्रव्य के घनत्व 
का मान शून्य हो । यद्यपि ताकिक दृष्टि से ऐसी संकल्पना संभंव है, फिर भी इसकी 
प्रायिकता उस संकल्पना की अपेक्षा कम है जिसमें यह माना जाता है कि विंद्व में द्रव्य' 
के औसत घनत्व का मान परिमित है। ह 

















प्रिशिष्ट १ 


विद्व-रचना की समस्या के विषय में 


(027 (76९ (८0४7040 2702 70707/07 ) 


इस छोटी-सी पुस्तक के प्रथम संस्करण के पश्चात्‌ आपेक्षिकता के सिद्धान्त में 
कुछ प्रगतियाँ हुई हैं! उनमें से केवल कुछ की चर्चा हम यहाँ संक्षेप में करेंगे । 


इस प्रगति का पहला चरण तो यह है कि प्रकाश के उत्पत्तिस्थान के (ऋणात्मक 
गुरुत्वीय विभव के कारण होनेवाले स्पेक्ट्रमीयः रेखाओं के रक्‍्त-विस्थापन' (देखो 


पृष्ठ ८८) का अस्तित्व प्रेक्षण द्वारा असंदिग्ध रूप से प्रमाणित हो गया है। यह 


प्रदर्शन तथा-कथित वामन तारों” (67७०४ 5८४78) के आविष्कार से संभव 
हुआ है जिनका घनत्व जल की अपेक्षा लगभग 70* गुना से भी अधिक होता है (यथा 
लुब्धक (आं777$) तारे का मंदज्योति साथी)। इन तारों का द्रव्यमान' तथा 
उनकी त्रिज्या का नाप हो सकता है* और आपेक्षिकता के सिद्धान्त के अनुसार यह 
रक्‍त-विस्थापन जितना सूर्य के प्रकाश के लिए होता है उससे लगभग बीस गुना इन 
तारों के प्रकाश के लिए होना चाहिए। प्रेक्षित विस्थापन का मान भी वस्तुतः 
अपेक्षित सीमाओं के भीतर ही पाया गया है। 


प्रगति के दूसरे चरण का सम्बन्ध गुरुत्वाकषित वस्तु की गति के नियम से है। 


इसकी चर्चा भी संक्षेप में ही की जायगी । सिद्धान्त के प्रारम्भिक निर्माण में ग्रुत्वा- 
कर्षित कण की गति का नियम गरुत्वीय क्षेत्र के नियम के अतिरिक्त एक स्वतंत्र मौलिक 


* स्पेक्ट्रमीय विधि से इस तारे की छुब्धक पर प्रतिक्रिया को नापकर न्यूटन के नियमों के द्वारा 
उसका द्वव्यमान माठ्म हो जाता ह तथा उसकी सम्पूर्ण ज्योति को नाप लिया जाता हैं और 
उसके विकिरण के द्वारा टेग्परेचर को नापकर उस विक्हिण की तीज्ता (77७75779) प्रति वर्ग 
सेन्टीमीटर मालूम कर छो जाती है| इन दोनों ते तारे की ब्लिज्या निर्णीत हो जाती है । 
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संकल्पना के रूप म प्रतिपादित किया गया था--देखो समीकरण (9०) जिसके 
अनुसार गुरुत्वाकरषित कण अल्पान्तरी (2००8८४८) रेखा पर गमन करता है। 
यह गलीलियो के अवस्थितित्व सम्बन्धी नियम का ही परिवर्तित रूप है जिसके लिए 
यह कल्पना कर ली गयी है कि वह शुद्ध” गुरुत्वीय क्षेत्र के अस्तित्व की परिस्थिति में 
भी मान्य है। यह प्रमाणित कर दिया गया है कि गति के इस नियम का विद्ञाल 
गुरुत्वाकर्षित द्रव्य-पुंजों के लिए व्यापकीकृत रूप भी केवल रिक्‍्ताकाश के क्षेत्र- 
समीकरणों में से ही प्राप्त किया जा सकता है। इस की व्युत्पत्ति के अनुसार गति का 
यह नियम इस प्रतिबंध में गर्भित है कि जित द्रव्य-बिन्दुओं से इस क्षेत्र की उत्पत्ति होती 
है उनसे बाहर कहीं भी क्षेत्रीय' विचित्रताओं (#78 ०70०७) का अस्तित्व नहीं 
होना चाहिए। 
... प्रगति का तीसरा चरण तथा-कथित “विश्व-रचना-समस्या” के सम्बन्ध में 
है और इस पर हम यहाँ सविस्तर विचार करेंगे क्योंकि एक तो यह मौलिक महत्त्व 
का विषय है और दूसरे इन समस्याओं के विषय में विवाद का अभी अन्त भी नहीं 
. हुआ है। अधिक गंभीर विवेचन के लिए मुझे यह बात भी प्रेरित करती है कि मैं अपने 
मन से इस भावना को दूर नहीं कर सकता कि इस समस्या पर अब तक जितना विचार 
किया गया है उसमें सबसे अधिक महत्त्वपूर्ण मौलिक दृष्टिकोणों पर यथेष्ट ज़ोर 
नहीं दिया गया है। 

स्थूल रूप में यह समस्या यों प्रस्तुतकी जा सकती है। अचल तारों के प्रेक्षणों से हमें 
इस बात का अच्छी तरह विश्वास हो गया है कि यह अचल तारामंडल मुख्यतः अनन्त 
रिक्‍्ताकाश में तैरते हुए द्वीप के सदृश नहीं है और जितना द्रव्य विश्व में विद्यमान है 
उस सबके लिए गुरुत्व-केन्द्र (८००४८ ० 872४9) के समान किसी बिन्दु का 
अस्तित्व ही नहीं है। इसके विपरीत हम तो इस विश्वास की ओर अधिक प्रेरित होते 
हैं कि आकाश में द्रव्य का औसत घनत्व सर्वत्र ही शून्य से भिन्न है अथवा कहीं भी शून्य 
नहीं है।.. 

इसलिए जो प्रइन खड़ा होता है वह यह है। क्या इस अनुभव-जात परिकल्पना 
का समाधान आपेक्षिकता के व्यापक सिद्धान्त द्वारा हो सकता है ? 

पहले तो हमें इस समस्या को अधिक परिष्कृत रूप में प्रस्तुत करना पड़ेगा । मान 
लीजिए कि इस विश्व का एक परिमित खंड इतना विश्ञाल है कि उसमें विद्यमान द्वव्य' 
का घनत्व सन्निकटतः &,, ४,, »,,,०, का संतत फलन (०0007 प005 एप7%07 ) 
समझा जा सकता है। ऐसे खंडाकाश ( 50058/79०8 ) को हम सबन्निकटतः अवस्थित्वीय' 














“हारी शक मन्‍्लमाका ला फटन अल4७० पक एग न कील ला उनना »क का ल4> ०० के भरे ल.+-ननट02 ८0८ ५8५० सक१):4अ >> 9 





१०६ आपेक्षिक्तता का अभिव्राय 


निर्देश-तंत्र (मिनकाउस्की आकाश ) समझ सकते हैं और हम इसी की अपेक्षा तारों 
की गति का अध्ययन करते हैं। इसके निर्वाचन में ऐसी व्यवस्था की जा सकती है कि 
इसकी अपेक्षा द्रव्य का औसत वेग सब दिशाओं में शून्य हो। अब गैस के अणुओं 
की गति के समान प्रत्येक तारे की प्रायः स्वेच्छ गति शेष रह जाती है। अनभव से यह 
भी ज्ञात हो गया है कि तारों के ये वेग प्रकाश-वेग की तुलना में बहुत ही अल्प होते 
हैं। इसलिए थोड़ी देर के लिए इस आपेक्षिक गति को पूर्णतः उपेक्षणीय समझ लेना 
संभव है और हम यह मान सकते हैं कि (इस खंडाकाश में) इन तारों के बदले सें द्रव्य 
की ऐसी धूल भरी है जिसके कणों में किसी प्रकार की भी अन्योत्य सापेक्ष गति विद्यमान 
नहीं है । 

किन्तु समस्या को सुनिश्चित रूप देने के लिए उपर्युक्त प्रतिबंध पर्याप्त नहीं हैं । 
सबसे सरल और सबसे अधिक मौलिक विशिष्टीकरण का प्रतिबंध यह होगा--इस 
चतुविमितीय आकाश में स्वाभाविक रूप से नापा हुआ द्रव्य का घनत्व ? सवेत्र बराबर है, 
और यदि निर्देशांकों का निर्वाचन यथोचित हो तो मापनिक या मीट्रिक (777०070 
2, से स्वतंत्र होगा और &,, 2,, 2, की दृष्टि से समांग (॥077028०7८07$) तथा 
समदिक्‌ (750:70[7०) होगा । 

यह वही परिस्थिति है जिसे मैंने पहले विस्तृत भौतिक आकाश का सबसे अधिक 
स्वाभाविक' तथा आदर्शक्षित वर्णन समझा था। इसका विवेचन' इस' पुस्तक के पृष्ठ 
९८-१०३ में किया गया है। समस्या के इस हल के विरुद्ध आक्षेप यह है कि इसमें 


ऋणात्मक दबाव को निविष्ट करना पड़ता है और इसका कोई भौतिक समर्थन' संभव 


नहीं है। इस हल को संभाव्य बनाने के लिए गति-समीकरण में मैंने पहले उपर्युक्त 
दबाव के स्थान में एक ऐसे नवीन पद को निविष्ट किया था जो आपेक्षिकता के सिद्धान्त 
के दृष्टिकोण से उचित समझा जा सकता है। इस प्रकार प्रवधित करने पर गति- 


समीकरणों का रूप हो गया--- 


(९५४ नह 06 पर 5 हो 00 कह ७२०० उ. 528 - 2३६६ अब 
जहाँ ॥ एक सावंत्रिक (प॥ए०४४०फ) नियतांक' (विश्व-रचनांक -->००४77009702/ 
००78%70 ) है। इस ह्वितीय पद के निवेषण से सिद्धान्त में जटिलता अवश्य आ 
गयी है और उसकी ताकिक सरलता भी बहुत घट गयी है। द्रव्य के परिमित औसत 


घनत्व के प्राय: अनिवार्य निवेषण से उत्पन्न कठिनाई के द्वारा ही इसका समर्थन किया 


जा सकता है। प्रसंगवश हम यह भी कह देना ऋहते हैं कि न्यूटन के सिद्धान्त में भी 
यही कठिनाई विद्यमान है। हे 
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इस कठिनाई को दूर करने का उपाय गणितज्ञ फ़ीडमान (एछिंशावाणक्षा॥ ) 
वे निकाल लिया ।* उनके प्राप्त किये हुए परिणाम को हबल (707) के इस 
आविष्कार से आइचर्यंजनक समर्थन मिला है कि तारामंडल का विस्तार बढ़ रहा है 
(स्पैक्ट्रमी य रेखाओं का रक्‍त-विस्थापन तारों की दूरी के साथ एक-समान अनुपात 


से बढ़ता जाता है।) ह 
निम्नलिखित विवरण वास्तव म 


अतिरिक्त और कुछ भी नहीं है। 

चतुविमितीय आकाश जो तीन विसितियों की अपेक्षा समदिक हे 

प्रेक्षण द्वारा हमें यह दिखाई देता है कि तारामंडल में तारे इस प्रकार अवस्थित हैं 
कि उनके वितरण का घनत्व सब दिशाओं में सब्चिकटतः ०077०:व7790४ए बराबर है। 
इससे हमें यह कल्पना करने की प्रेरणा मिलती है कि इस आकाशीय समदिकता का 
अनुभव अन्य समस्त प्रेक्षक भी करेंगे और जो प्रेक्षक अपने आसपास के द्रव्य की अपेक्षा 
विराम अवस्था में होगा वह भी प्रत्येक स्थान तथा प्रत्येक समय पर ऐसा ही अनुभव 
करेगा । दूसरी ओर अब हमें यह कल्पना करने की आवश्यकता नहीं है कि आसपास 
के द्रव्य की अपेक्षा अचल प्रेक्षक के लिए द्रव्य का घनत्व काल की अपेक्षा अपरिवत्ये 
रहेगा । यह मान लेने पर हम इस संकल्पना को भी त्याग देंगे कि मापनिक क्षेत्र 
(47०77० 72८4) का व्यंजक (०ह97०5अं००) काल पर अवलम्बित नहीं होता । 

“इस विश्व में आकाशीय समदिक्ता है” इस प्रतिबंध को अब हमें गणितीय रूप 
देना है। चतुविमितीय' आकाश के प्रत्येक बिन्दु ? में से कण का एक गमन-पथ 


फ्रीडमान की विचारधारा के स्पष्टीकरण के 


गुज़रता है। इस गमनपथ को हम संक्षेप में अल्यान्तरी (86० 0८०) की संज्ञा: 


देंगे । मान लीजिए कि ऐसे अल्पान्तरी पर दो बिन्दु ? तथा (२ अनन्ततः निकटवर्ती 
हैं। तब हमें यह प्रतिबंध रूगाना पड़ेगा कि यदि ? तथा (२ स्थिर रहें तो निर्देशांक- 
तंत्र के किसी भी घूर्णन की अपेक्षा क्षेत्र का व्यंजक निश्चर होना चाहिए। और 
यही प्रतिबंध प्रत्येक अल्पान्तरी के प्रत्येक स्वल्प खंड के लिए भी मान्य होगा ।+ 


# उन्होंने यह दिखा दिया कि क्षेत्र-समीकरणों का तदथ (४0 90८) विस्तारण करने के बिना 
भी यह प्रमाणित करना सम्भव दै कि सम्पूर्ण त्रिविमितीय आकाश में द्रव्य का घनत्व परिमित हो 
सकता है (2:०8८07- [एए 098. 0, 922) | 

| यह प्रतिबंध केवक मीद्विक को ही सीमित नहीं करता, किन्तु प्रत्येक अब्पान्तरी के लिए एक 
ऐसे निर्देशांक-तन्त्र के अस्तित्व को अनिवार्य कर देता दै जिसकी अपेक्षा इस अब्पान्तरी के परितः 
घूर्णन के प्रति यह निश्चरता विधमान रहती दे | द 


हर] 
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उपर्युक्त निश्चरता के प्रतिबंध में यह बात भी गर्भित है कि सम्पूर्ण अल्पान्तरी 
घूर्णन के अक्ष पर अवस्थित होता है और निर्देशांक-तंत्र के घूर्णन में उसके समस्त बिन्दु 
अचर रहते हैं। इसका अर्थ यह है कि अल्पान्तरियों की त्रिगुण अनन्ती (६7० 
77770ए) के परितः निर्दशांक-तंत्र के समस्त घूणनों में भी यह व्यंजक निश्चर रहेगा ' 
संक्षेप के लिए में इस समस्या के हल की नैगमनिक (0८07८४४८) व्युत्यत्ति 
प्रस्तुत नहीं करूँगा । किन्तु यह बात त्रिविमितीय आकाश के लिए तो हमारे अन्तर्बोध 
से ही स्पष्ट मालम होती है कि जो मीट्रिक रेखाओं की किसी हिगृुण अनन्ती के परित 
घूर्णन में निश्चर रहता है उसमें निर्देशांकों का यथोचित निर्वाचन होने पर अवश्य ही 
केन्द्रिक संमिति विद्यमान न होगी और घूर्णन के अक्षों के लिए उपयुक्त वे ही त्रिज्य 
7९५09 ) सरल रेखाएं होंगी जो संभिति के कारण अल्पान्तरी भी होंगी। ऐसी 
दशा में एक समान त्रिज्यावाले पृष्ठ ही ऐसे पृष्ठ होंगे जिनकी वक्रता सर्वत्र एक समान 
तथा धन चिह्नीय होंगी और वे सर्वेत्र (त्रिज्य) अल्पान्तरियों से लम्बकोणिक होंगे। 
अतः निश्चरों की भाषा में हमें ये नियम प्राप्त होते हैं-- 


अल्पान्तरियों से लम्बकोणिक पृष्ठों का एक कुछ होता है। इनमें से प्रत्येक पृष्ठ 
एक समान वक्ता वाला पृष्ठ होता है। इस कुल के दो पृष्ठों के बीच में अवस्थित 


अल्पान्तरी-खंड सब बराबर होते हैं। 
अन्तर्बोध द्वारा प्राप्त यह उदाहरण व्यापक नहीं है क्योंकि इस कुल के पृष्ठ 
नियत ऋणात्मक वक्रतावाले या यूक्लिडीय ( अर्थात्‌ शून्य वक्रतावाले ) भी हो 
सकते है । 

जो चतुविमितीय आकाश हमारे विचाराधीन है वह भी बिलकुल इसी के सदृश 
है और यदि मापनिक आकाश में अवस्थितित्व का संकेतांक 7 हो तो भी कोई महत्त्वपूर्ण 
अन्तर नहीं होगा। केवल हमें त्रिज्य दिशाओं को तो समय-रूपी समझना होगा और 
उसी तरह पृष्ठ-कुल के पृष्ठों पर अवस्थित दिशाओं को आकाशरूपी समझना होगा । 
समस्त बिन्दुओं के स्थानीय प्रकाश-शंकुओं के अक्ष इन त्रिज्य रेखाओं पर संपतित रहेंगे । 


निर्देशांकों का निर्वाचन 


जिन चार निर्देशांकों के लिए विश्व की समदिकता अत्यन्त स्पष्टतः दिखाई देती 


है उत्तके बदले अब हम दूसरे निर्देशांक ऐसे चनेंगे जो भौतिक निर्वेचन' की दृष्टि से 
अधिक सुविधाजनक है । के 


कण के जो अत्पान्तरी केन्द्रीय संमिति की अवस्था में केन्द्रगत सरल रेखाओं के 
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में होते हैं उन्हीं को हम समय-रूपी रेखाएं समझेंगे । इन रेखाओं पर »&, , ४, , %$ 
गे अचर रहेंगे और केवल ४, ही चर होगा और मान लीजिए कि केन्द्र से मापनिक 
दूरी &; है। ऐसे निर्दशांका मे मीट्रिक का रूप होगा-- 

(ड़ --+4०0,ह --- (० की। 

00) .६ 700: 4:0५ (7, 8₹57, 2: 3 ) 0 ५ क 
यहाँ ८०” ऐसा! मीट्रिक है जिसका सम्बन्ध किसी गोलीय अतिपृष्ठ (7ए7०८-४प्३०८८) 
से है। केन्द्रीय संसिति के कारण, समस्त अतिपृष्ठों पर विभिन्न अति पृष्ठों के ?#,६: 
एक ही रूप के होंगे और उनमे फक होगा केवल एक धनचिह्वलीय गुणांक के कारण 
जो स्वयं केवल ४, पर अवलम्बित होगा । 

04 हक ॥6 (5 मर हम बह गा लि | 


जहाँ १” केवल %, , 5५३ 2५ पर अवरूम्बित है ओर 6 केवल ४, का फलन है । 


हक 


तब ह (67 प््प्पः कट : 7 के । | ै.7+“तमपण हक 2 3 है न 4९० (20 
एक-समान वक्रतावाला एक निश्चित त्रिविमितीय मीट्रिक है। प्रत्येक ७ के लिए 
यह अपरिवर्तित ही रहता है । 
ऐसे मीट्रिक के समीकरण होंगे-- 
५३), 5 7 है 74८८, 27७२ ७! 22 0] ३३% (20 


अब हम निर्देशांक-तंत्र (४, , ४, | ४४३) की निर्वाचन ऐसा कर सकते हैं कि स्वल्प 
रेखा-खंड का रूप यूक्लिडीय हो जाय--- 
70 लकी 800 00 4:55.) 
अर्थात्‌ 39877 हं2 


४) 


जहाँ )) केवल # ८.) का धन' फलन होगा। 
समीकरणों में इनका प्रति स्थापन करने से / के लिए ये दो समीकरण प्राप्त 


होते हैं-- 


आर 
मन अल स्भ्य्म( 
/ 


2 है, 3 0-0 
207 0. 




















42022: 22220: 2 


22202 


2220 2272/020702777--77772-7----> ७४: 
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इनमें से प्रथम समीकरण तो 


ह। 


अलनननननमनक, लकी 
क्र्ज तल ०: ४७ न 3 4 


८ ८ 
के द्वारा सन्तुष्ट होगा जहाँ अभी तो स्थिरांक मनमाने हैं। तब द्वितीय समीकरण से 
प्राप्त होगा कि-- 


नमााभ्ााआ का यु | अकननलननमनकनीनाननम के के ली 9 # के कर क्ष्क कफ 


छा 
८ द्वारा व्यक्त स्थिरांकों के विषय में यह ज्ञात होता है कि यदि #5--० के लिए 2 धन- 
चिह्नीय हो तो ०. और ०, समान चिह्नौय होंगे। हम ८, और ८, दोनों को धन-चिह्नीय 
समझ सकते हैं क्योंकि तीनों स्थिरांकों का चिह्न बदलने से / अपरिवर्तित रहता है। 
हम ०८, को 7 के बराबर भी ले सकते हैँ और व्यापकता को कम किये बिना ही हम 
८, को भी 7 के बराबर ले सकते हैं क्योंकि (४ में एक धन चिह्नीय गुणांक तो सदा ही 
समाविष्ट किया जा सकता है। अतः हम लिख सकते हैं कि-- 


जम मिशन 0» 7 हि का ... 3०) 
न+क्षा सर 


अब तीन प्रकार की परिस्थितियाँ उत्पन्न हो सकती हैं--- 
(->0 (गोलाकार आकाश) ७7767 ८47 5240९ 
(:<० (कूट-गोलाकार आकाश) ?8८प००-४०|८८८४४ 88०९ 
(---+>0० (यूक्लिडीय आकाश 


निर्देशांकों के समरूप-रूपान्तरणः (अंफ्रााविताए प्रक्मारई0774707) से 
४४, >-54०८; जहाँ ८ स्थिरांक है), प्रथम परिस्थिति में ८७-३ हो जायगा और द्वितीय 


परिस्थिति में ८-+-३ । 
तब तीनों परिस्थितियों में क्रमशः 


_..0 (2९8 389) 








हु १ 
7-7 मय नजर कर हर 3५-- न ॥ । 
नर है | 
पा, | क न 30) 
4 न हद । 0-57 ग | 
गण >--+- 
कल 4 यु 


हि 




















क्‍ परिशिष्द १ द २११ 
। गोलीय परिस्थिति में मात्रक आकाश (पाए६ 592०९) अर्थात्‌ 5ल्‍57 की द 


>- 270 और इस मात्रक आकाश 





(5 
* / 
परिधि! (ना०पगररणि०१९६ होगी | मर 
॥ भ 


8 कब न 
की त्रिज्या' होगी 7। तीनों हो दशशाओं में काल का फलन 0 यह व्यक्त करता है 
कि द्रव्य के दो विन्‍्दुओं के आकाशीय' खंड में नापी हुई दूरी के काल-सापेक्ष परिवर्तन 


की दर कितनी है। समय 5, पर गोलाकार आकाश की त्रिज्या 0 है। 
तारांश--हमारे काल्पनिक विश्व के लिए आकाशीय संमिति की परिकल्पना 


से मीट्रिक की परिभाषा होगी -- 


4६४ +- मा --(22.0* ( ४४.7 -- 425, री ॥080 हे ४5. ४ 
जहाँ ७ तो केवल ४, पर और 9. केवल # ( 55४, -+-०५--०५ ) पर ही अव- 
लरूम्बित है तथा 

मिनी. 3 
त-+ / 
क्‍ 4- 
हो जायमा और विभिन्न प्रिस्थितियाँ क्रमशः 2<-7, 25---7 और 255० के द्वारा 
व्यक्त होंगी । 


क्षेत्रसमीकरण (7० ०६ &4००४०॥४5) | 
अब हमें गुरुत्व के उन क्षेत्र-समीकरणों को स्तुष्ट करना होगा जिनमें वह विश्व- 
रचना-मूलक पद उपस्थित नहीं है जो पहले विशिष्ट उद्देश्य से निविष्ट किया 


गया थां--- 
( छू 7] प्‌ ) न्‍प हक ५ ध्य्म) «««० न (4 


इसमें आकाशीय समदिक्ता की परिकल्पना पर आधारित मीटििक के व्यंजक को प्रति- 


स्थापित करके परिकलन करने पर हम देखेंगे कि--- 


दर के / 2 ( / 
(ठ् 3 किक ) 639, « , (०57, 2, 3) 








ठ6ः ठ 
की $ /2 
५५ -+॥ श्द् सस्ता 3 ठ्छ ठ्ा ००० *०० न (44) 
दि । 


हि 78 7 
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छ ई 2. रिच>-०0 /+57, 2, 3 ) 
इसके अतिरिक्त धूल" के लिए द्रव्य का ऊर्जा टेन्सर (८ 
4५, 4५८ 
2 ! ४ 
रा ब्लड 2 हे ल्‍ ढ् #०० न ००७ 40) 


जिन अल्पान्तरियों पर द्रव्य गमन करता है वे ऐसी रेखाएँ होती हैं जिन पर 
चर निर्देशांक केवल ४, ही होता है। उन पर ४,८-व होता है। 
अत; नल 045 शा 2 न 4०) 
ही एस घटक है जो शून्य नहीं है। संकेतांकों को नीचे उतारने पर हमें 7' (५, की केवल 


एक ही घटक ऐसा मिलता है जो शून्य न हो जाता हो। वह है 


इसका विचार करने से क्षेत्र-समीकरण हो जाते हैं-- द ही 
| (22 607 
5 3 तु 50 
; ह । * हु नम दी न] 25 | < 
्टे हल 
(००६8. ५ हु ८?चन 0 ह 
(पा 





आकाशीय' काट (४,5"स्थिर) की वक्रता होगी >5 और तु दैंबल के प्रसरण 


(+प965 ०57०7४०07 ) को व्यक्त करता है क्योंकि समस्त परिस्थितियों में (» 
दो द्रव्य-कर्णों की मापनिक दूरी (77070 0/50%7८०) के आपेक्षिक मान को समय 
के फलन के रूप में व्यक्त करता है। और इन' समीकरणों में .& की अनपस्थिति 
का कारण यह है कि गुरुत्वीयः समीकरणों के हलों की संमिति अभीष्ट प्रकार की होने 
के लिए ऐसा होना आवश्यक है। प्रथम समीकरण में से द्वितीय' को घटाने से 
(0 
ठ 

७ तथा / तो सर्वत्र अवश्य ही धन-चिह्नीय होंगे। अतः जहाँ कहीं » शून्य न हो 
वहाँ सर्वत्र ७” ऋणात्मकः होगा। इसलिए फलन («,) न तो किसी बिन्दु पर 
लघुतम होता है और न' कहीं उसमें (वक्ता का) नति परिवरतंन-बिन्दु (०४४ ० 
77८८४०४ ) होता है। इसके अतिरिक्त ऐसा भी कोई हल नहीं है जिसमें 
७ अपरिवर्ती रहे। 





न हु # 25+> (0 ००० &०० + ५० 59): 
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शल्य ओकाशीय वक्ता (2-०) की विशिष्ट परिस्थिति 
[ प॥6 596०४ ०३७९ 0 परब्णंआड 547० एप्राएथंपा8& (27-5०) | 


यदि घनत्व £ शून्य न हो तो सरलूूतम विशिष्ट परिस्थिति तब होती है जब 


हु री 


2-० होता है और काट (४,--स्थिर) वक्र नहीं होते। इस दशा में यदि हम -नयत्ू/ 


मान लें तो क्षेत्र-समीकरण हो जायेंगे 


356 -5 ३४०50 


3॥-- 

हबल के प्रसरण / और औसत घनत्व £ का जो सम्बन्ध ऊपर के द्वितीय समीकरण 
से व्यक्त होता है वह कुछ हृ॒द तक अनुभव से मिलता है---कम से कम जहाँ तक पारि- 
_ म्ाणिक कोटि का सम्बन्ध है। 70 पारसैक (7«:5८०) की दूरी के लिए इस 
प्रसरण का मान 432 किलोमीटर प्रति सेकंड बताया गया है। यदि इसे उस मात्रक- 
पद्धति में व्यक्त किया जाय जिसका हमने यहाँ उपयोग किया है अर्थात्‌ लम्बाई का 
मात्रक सेंटीमीटर हो और समय का मात्रक प्रकाश के एक सेंटीमीटर विस्थापन का 
समय हो तो-- 


4322 >< 70 ्‌ 2 कक 
न हे हु व प्र 4. | ॥॥ >> है ॥ () कह 
3-25 &707 / 365 »< 24 >< 60 >< 60 5 3 गो) 


और «--7:86 १८ 70” होने के कारण ( देखो 7059 ), (50) के ह्वितीय 
समीकरण से-- 





3॥7 हर हे 
(कह “7753.5 >( 70 ४8 ग्राम प्रति से. मी." 


यह मान पारिमाणिक कोटि में कुछ-कुछ उस अनुमान से मिलता है जो ज्योतिषियों 
ने दृश्य तारों और तारा-समुदायों के द्रव्यमानों और लम्बनों (2297०5) के 
आधार पर प्राप्त किया था। उदाहरण के लिए मैं लन्दन की फ़िजीकल सोसाइटी 
की प्रोसीडिगस्स के खंड 57 (7939) के पृष्ठ 537 में प्रकाशित जी० सी० मैकविटी 
(0. ०८. ॥(४८ ५४४८७) के लेख में से निम्नलिखित पंक्तियाँ उद्धृत करता हँ--- 
“औसत घनत्व निदचय ही 70” ग्राम|सें- मी. से अधिक नहीं है। अधिक प्रायिकता 
तो इस बात की है कि उसका मान 70/ ग्राम/सें- मी. की कोटि का है। 
८ 
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इस परिमाण का निर्णय करने में कठिनाई इतनी अधिक है कि इस समय तो मैं 
इतने ही सांगत्य. को संतोषजनक मानता हूँ। और / की अपेक्षा £ का मान अधिक 
यथार्थताएूवंक निर्णीत हो सकता है, इसलिए संभवतः ऐसा कहने में अत्युक्ति नहीं 
है कि प्रेक्य आकाश की संरचना का निर्णय ४ के अधिक यथार्थतापूर्ण निर्णय पर 
अवलूम्बित है। (5) के द्वितीय समीकरण के अनूसार साधारण परिस्थिति में आकाश 
की वक्ता निम्नलिखित समीकरण से प्राप्त होती है-- 


30 
2 (> चले #[2--॥ सर कक शी 5८) 


अतः यदि इस समीकरण का दक्षिण पक्ष धन चिह्नीय हो तो आकाश की वतक्रता धन- 
चिह्नीय' तथा सर्वत्र एक-समान होगी और फलत: परिमित भी होंगी । उसके परिमाण 
का निर्णय भी उतनी ही यथार्थता से हो सकेगा जितनी से 3३५७ और /* के अन्तर 
का निर्णय हो सकता है। यदि (5८) का दक्षिण पक्ष ऋण चिह्नलीय हो तो आकाश 
अनन्त होगा। अभी तो / का मान इतनी अच्छी तरह ज्ञात नहीं है कि हम इस 
समीकरण के द्वारा आकाश के काट ४४,--स्थिर की औसत शून्येतर वक्रता का परिकलन 
कर सकें। 

यदि हम आकाशीय वक्रता को उपेक्षणीय समझ लें तो (5०८) का प्रथम समी- 
करण, &, के मूल बिन्दु के यथोचित निर्वाचन से, 


है 


8 लत है का की रह हक: * 7 


की । 


हो जायगा। इस समीकरण से :८, --० बिन्दु पर विचित्रता प्रगट होती है, अतः या 
तो ऐसे आकाश में ऋणात्मक प्रसरण होगा और काल की महत्तम सीमा होगी »&5-८० 
या उसका श्रसरण धनात्मक होगा और उसके अस्तित्व का प्रारम्भ ४,5८० से 


होगा। प्रेक्षण द्वारा हमें जो परिस्थिति दिखाई देती है वह इसी दूसरी परिस्थिति के 
अनुरूप है। | 











न कप जी अप) की की, 0० :3 मिल लि. अल जीड पक ५» जे कक मिल जि 3: डक: मिल फअ जम के गन की. 7 पनटा इक जनक. आओ 








माप द्वारा # का जो मान प्राप्त हुआ है उससे यह परिणाम निकलता है कि इस 
विश्व का जन्म अब से 7.5 ८ 0* वर्ष पहिले हुआ था । पृथ्वी के पृष्ठ पर के दृढ़ स्तर 
में अवस्थित यूरेनियम के विघटन ((0६०८:०४००) से भी विश्व की आयु रूगभग 
इतनी ही निकली है। यह परिणाम इतना विरोध्राभासी (|द्यवतेठ्टंव्यो) है कि... 
अनेक कारणों से इसने इस सिद्धान्त की सत्यता में शंका उत्पन्न कर दी है। है 
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अब प्रइन यह उपस्थित होता है 'जो कठिनाई आकाश की वत्रता को रूगभग 
उपेक्षणीय मान छेनें से पैदा हुई है वह क्या किसी उपयुक्त वत्रता की संकल्पना से 
दूर हो सकती है? इसमें सहायता मिलेगी (5) के प्रथम समीकरण से जो ७ की 
कालाश्वितता को निर्णीत करता है। 

शुत्येतर आकाशीय वत्रता की परिस्थिति में समीकरणों का हल 





४, न स्थिर) की आकाशीय वक्रता पर विचार करने के लिए 


0 





2---- 7 हो तो वक्ता धनात्मक होगी और 255-7 हो तो ऋणात्मक होगी । 
इनमें से प्रथम समीकरण अनुकलनीय क्‍772272०७ है। पहले तो हम उसे इस रूप 


में लिखेंगे--- 
2+206/ 4 छह -ू० 5. हक... ४२ [50 


यदि हम ४६ (हत्४) को ७ का फलन समझें तो -- 


का 


| । ५ १ नि ( हैः ४ है 
( भ््््म्म ट 9 (> री भ्प्प्सज पट) के. "मनन 
॥॥ / ५ 


यदि ् के लिए ४ (0) लिख दें तो 


2--20आए नै #चत0. *- हि .. ... [50 
या 2 -+- (5#)' पल 0 कर कप ह रबर 


और इसका सरल अनुकलन करने से 


20 -+- (पाचन रत न "० 5... ६8 
.. (0 होने 
और # 5 -५-८८ -.,- होने के कारण 
वा... 4॥ हो मु 








५११६ आपेक्षिकता का अभिष्राय 


४0०११ __ 0-४७ 


अनरनगानगनननाना, 
नजर 


कु ठ् ५४5 न 2 8] " 





जहाँ ७ कोई स्थिर राशि है। यदि हम (57) का अवकलन' करें और (5३ 
कारण (>” को ऋणात्मक मानें तो प्रगट हो जाता है कि यह स्थिर राशि ऋणात्मक 
नहीं हो सकती । 


4) घनात्मक वक्रतावाला आक्वाधश 


इसमें ७ सदा ०८. ७८ 6, से निर्दिष्ट सीमाओं के अन्तर्गत रहता है। अतः 
७ का पारिमाणिक छेखा-चित्र निम्न आकृति का होगा--- 





] 


चित्र---५ ह 


. त्रिज्या 5 का मान पहले तो ० से ७, तक बढ़ता है और तब संतततः ० तक 
धट जाता है। आकाशीय काट परिमित (गोछाकार) होता है-- 





00-- ॥290 2 85 हब 0 


5) ऋणात्मक वक्रतावाल्ा आकाश 





हि 
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ता है) । अतः निम्न लेखाचित्र में प्रदर्शित रीति से का 





से 5-50 तक घटता ज॑ 


लगातार-- ०० से 7 तक घटता ही जाता है। 





' चित्र --५६ 


इसलिए ऐसे आकाश का लगातार श्रसरण ही होता जाता है और आकुचन 
बिलकुल नहीं होता। आकाशीय काठ अनन्त होता है और 

0-7 < ० कर श १ . (50 

समतल आकाशीय काट का विवेचन किया गया था वह 


पिछले अनच्छेद में जिस 
दोनों प्रकार के आकाशों के बीच की परिस्थिति 


निम्न समीकरण के अनुसार उपयुक्त 
में होता है-- 
(7 
अलाक४०५ मा ध्ध्प्दाय 2 नदी ७ हक ३०५ ($/7 
ठ् ) 


ह भी स्मरणीय है कि ऋणात्मक वत्रता की परिस्थिति ही में शून्य 9 वाली परि- 
0) 7 होगा (देखो 


श्र 


स्थिति भी सीमान्त रूप में गर्मित है । इस दशा ( 


चित्र ६)। यह यकक्‍्लिडीय परिस्थिति है क्योंकि परिकलन से ज्ञात हो जाता है कि 
समें वक्रता का टेन्सर शून्य होता है । 
गन्‍्येतर 0 वाली ऋणात्मक वक्रता की परिस्थिति क्रमशः इस सीमान्त दशा 


के अधिकाधिक निकट पहुँचत, जाती है। अतः ज्यो-ज्या समय बीतता जायगा 
त्यों-त्यों द्रव्य की उपस्थिति पर आकाश की संरचना की निर्भरता घटती चली जायगी । 
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शन्येतर वक्रतावाली परिस्थिति के विवेचन से यह परिणाम निकलता है कि 
प्रत्येक शू्येतर आकाशीय वक्रता की परिस्थिति के लिए भी शून्य वक्रतावाली 
परिस्थिति के समान ही प्रारम्भिक परिस्थिति ऐसी होती है जिसमें 9 --> ० होता 
है और इसी दशा से प्रसरण का प्रारम्भ होता है। अतः इस काट में घनत्व अनन्त 
होता है और क्षेत्र में विचित्रता होती है। इस नवीन विचित्रता का निवेषण 
]70007८00०7 भी स्वयं ही एक समस्या खड़ी कर देता है।* 

इसके अतिरिक्त यह भी प्रगट होता है कि प्रसरण के प्रारम्भ से लेकर £ के 


(>. /ँ 


(5 ध्थ ६9. 
स्थिर मान जप के कालान्तराल पर आकाशीय' वक्रता के निवेषण का 


प्रभाव पारिमाणिक कोटि की दृष्टि से उपेक्षणीय है। (57) से सरल परिकलन 
के द्वारा इस कालान्तराल का मान ज्ञात हो सकता है, किन्तु यहाँ यह परिकलन 
नहीं दिया जायगा | हम तो अपने विवेचन को शून्य 9 वाले प्रसरणशील आकाश 
तक ही सीमित रखेंगे । ऊपर बताया जा चुका है कि यह ऋणात्मक आकाशीय 
वक्ता की ही एक विशिष्ट परिस्थिति है। (5) के द्वितीय समीकरण में प्रथम 


पद के चिह्न-परिवर्तन को ध्यान में रखकर, हम देखेंगे कि-- 


 । 
अत: यदि », का मूल बिन्दु यथोचित हो तो-- 
(3२०५ 
(एप क्‍ 
तथा किन िलनडलल, पड ७8० - ,पप: महगक डोर | डक; बढली लि 
(७. £% / 


इसलिए प्रसरण की अवधि के लिए इस सीमान्त दशा में भी वही परिणाम 
निकलता है जो शून्य आकाशीय वक्रता की परिस्थिति में निकला था। (समी० 
6) । दोनों में अन्तर केवछ एक ऐसे गूणांक का है जिसका परिमाण 7 की कोटि 
का ही है। 


* किन्तु यहाँ यह बात ध्यान देने योग्य है कि गुरुत्वाकषंण का वर्तमान आपिक्षिकता मूलक 
सिद्धान्त “गुरुत्वीय क्षेत्र” तथा “द्रव्य” की धारणाओं की शथकृता पर आधारित है | अतः शायद 
यह समझना अनुचित नहीं है कि इस कारण से द्रव्य के अत्युच्च घनत्व की परिस्थिति के लिए यह 
सिद्धान्त अपूर्ण है। यह सम्भव हो सकता हे कि संश्लिष्ट (००४८०) सिद्धान्त में ऐसी विचित्रता 
प्रगट न हो | आज 


है 














>टयिलन। 
नस्ल 
कल 
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समीकरण (6) के सम्बन्ध में यह शंका बतायी गयी थी कि उससे वतेमान में. 
प्रेक्षय तारों और तारा-समूहों के विकास के लिए काल की अवधि आश्चर्यजनक रूप 
मे छोटी प्राप्त होती है। इस शंका का आकाशीय वक्रता के निवेषण से निवारण 
नहीं हो सकता । 


भारयुक्‍त द्रव्य के लिये समीकरण का व्यापकीकरण और उसके द्वारा 
उपर्यक्त विवेचन का विस्तारण 


! अब तक जितने भी हल प्राप्त किये गये हैँ उन सबमें एक ऐसी परिस्थिति 
का भी अस्तित्व है जिसमें मीट्रिक' (77५४7८) में विचित्रता उत्पन्न हो जाती है 
(6-50) और घनत्व अनन्त हो जाता है। अब ये प्रश्न उपस्थित होते हँ--क्या 
इस विचित्रता के प्रादुर्भाव का कारण यह नहीं है कि हमने द्रव्य को ऐसी धूल के रूप 
में निविष्ठ किया था जो संघनन का विरोध नहीं करती ? अरूग-अलंग तारों की 
यादृच्छिक गति के प्रभाव की उपेक्षा क्या हमने बिना समुचित कारण के ही तो नहीं 
कर दी थी ? 

उदाहरण के लिए यह संभव है कि अन्योन्य' सापेक्ष अचल कणों की धूल के 
स्थान में हम एसी धूल की संकल्पना कर लें जिसके कणों में गैस के अणुओं की गति 
के ही समान अन्‍्योन्य' सापेक्ष यादृच्छिक गति विद्यमान हो। इस प्रकार का द्रव्य 
स्थिरोष्म (095200०) संघनन का विरोध करेगा और संघनन जितना ही 
अधिक होगा उतना ही यह विरोध भी अधिक होगा । क्या यह संघनन की 
अनन्ताभिमुखी वृद्धि को रोक नहीं सकेगा ? किन्तु हम नीचे यह प्रमाणित करेंगे कि 
द्रव्य के स्वरूप की ऐसी परिवर्तित कल्पना से उपर्युक्त हलों के मुख्य लक्षणों में कोई 
भी परिवर्तेन नहीं हो सकता । 


विशिष्ट आपेक्षिकता के अनुसार “कण-गेस” (74700०-2०७) का विवेचन 

अब हम समान्तर गतियुकत # द्रव्यमान वाले कणों के समुदाय पर विचार 
करेंगे। यथोचित रूपान्तरण के द्वारा यह समुदाय अचल समझा जा सकता है। 
तब कणों का आकाशीय' घनत्व लोरेन्ट्ज़ीय अर्थ में निश्चर होगा। किसी मनमाने 
लोरेन्टज़-तंत्र से सम्बद्ध टेन्सर हा 


व हक व मदर (7) 
हर हे कक कस *4039 ह - 
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उस कण-समुदाय का निश्चर ऊर्जा-टेन्सर होगा। यदि ऐसे ही कण-समुदाय 
अनेक हों तो, संकलन ( इफ्गाग4707 ) करने पर, सब समुदायों के लिए 


द ही 9३ ;/ ग/ पु 
प्‌? __ के ५ ; ) (-क- हे हि | 
क्‍ ! >> ०; हु 5 58 (74) 


होजायगा। और इस' रूपवाले टेन्सर के सम्बन्ध में हम लोरेन्ट्ज़-तंत्र का काल-अक्ष 
ऐसा चुन' सकते हैं कि ४४४ 7४४ -- 77 --0 हो जाय। और उस तंत्र के यथोचित 
घूर्णन से हम 77--7'5९*-. 7४7... ७ भी प्राप्त कर सकते हैं। इस के अतिरिक्त 
मान लीजिए कि यह कण-गैस' समदिक है। इसका अर्थ यह है कि 77. [४५-... [४8 
न? है। यह निरुचर होगा और 7" --& भी निरचर होगा। अतः निश्चर 





छ 


४७०7 ४, को हम # तथा ? के पदों में इस प्रकार व्यक्त कर सकते हैं :--- 





क्च्पः 8.77 ८ किशन ४) ४-३७ "5. (70) 


है हि ५ है 8 "७8 एु83 पैर है थु 
५ के व्यंजक से यह प्रगठट होता है कि ॥४, (४, ॥४४ और 7** सभी घनात्मक 
हँ। अतः यही बात 7',, 7',,, 0, और 7',, के लिए भी सत्य है। 


अतः अब गुरुत्वीय॒ समीकरण हो जाते हैं--- 


-+2 (७८”-- 6१-- ७7 ,+-० 
नल न 8 
ग3० 7 + ०7 )+«7,,००० 

इनमें से प्रथण समीकरण से यह परिणाम निकलता है कि 7 >> ० होने के कारण 
यहाँ भी (> सेव ऋणात्मक होगा यदि दिये हुए ८ तथा (> के लिए ५, वाला 
पद सर्देव (>” के मान को केवल घटा ही सकता हो । 

इससे स्पष्ट हो जाता है कि द्रव्य-बिन्दुओं की आपेक्षिक गति को यादृच्छिक 
मान लेने से भी हमारे परिणामों में कोई मौलिक परिवततन नहीं होता । 


सारांश एवं अन्य टिप्पणियाँ 


7) यद्यपि आपेक्षिकता के दृष्टिकोण से ग्रुत्व-समीकरणों में विश्व-संरचना- 
मूलक पद का निवेषण संभव है तथापि ताकिक संक्षेप,क्ते दृष्टिकोण से यह परित्याज्य 
.. है। फ्रीडमान' (फ्॑८#ग्रथ) ने ही सबसे पहले प्रमाणित कर दिया था कि . 
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यदि हम दो द्रव्य-बिन्दुओं के बीच की मापनिक दूरी (॥760प८ ती5धआ०८) का 
. क्ालानसारी परिणमन (४776-एथ7%0/79) स्वीकार कर लें तो गरुत्व-समी- 
करणों के मल रूप के साथ द्रव्य के घनत्व की सावंत्रिक परिमितता का समाधान 
संभव हो सकता है।* द 
(2) केवल विश्व की आकाशीय समदिकता के प्रतिबंध से ही (समीकरणों 
का) फ्रीडमान वाला रूप प्राप्त होता है। इसलिए निस्सन्देह विश्व-संरचना की 
समस्या के लिए उपयुक्त उनका व्यापक रूप यही है। 


(3) आकाशीय वक्रता की उपेक्षा करने से औसत घनत्व तथा हबल के प्रसरण 
का अनुबंध प्राप्त हो जाता है और पारिमाणिक कोटि की दृष्टि से इसका आनुभविक 
समर्थन हो गया है। 

इसके अतिरिक्त प्रसरण के प्रारम्भ से अब तक की अवधि का मान 30* वर्षों 
की कोटिका निकलता है। तारों के विकास' के सिद्धान्तों में और अवधि की इस 
स्वल्पता में सांगत्य' नहीं द 
... (4) न तो आकाशीय' वक्ता के निवेषण से ही इस अन्तिम परिणाम में कोई 
फ़रक पड़ता है और न तारों तथा तारा-समूहों में अन्योन्य' सापेक्ष यादुच्छिक गति का 
अस्तित्व मान लेने से । 

(5) कुछ लोगों ने डापलर प्रभाव (70965 ८०८८) से भिन्न अन्य 
कारणों के द्वारा हबल के स्पक्ट्रम-रेखा-विस्थापन की व्याख्या करने का प्रयत्न किया 
है। किन्तु ऐसी घारणा के लिए ज्ञात भौतिकीय' अनुभवों से कोई सहारा नहीं मिलता । 
ऐसी परिकल्पना के अनुसार दो तारों ($, और 5, ) को एक परिदृढ़ छड़ के द्वारा 
जोड़ देना संभव होगा। जो एक-वर्ण ( 77070-०४०077०7० ) प्रकाश ७, से 
. चलकर 5५ पर पहुँचता है और वहाँ से परावरतित होकर पुनः 5, पर लौट आता 
है, उसकी ($, की घड़ी से नापी हुई) आशधृत्ति (7०५०८९००८७) में परिवर्तन हो 
सकता है यदि उस छड़ की लम्बाई में वर्तमान तरंग-दैध्यों की संख्या इस यात्रा में 
समय के साथ बदलती रही हो। इसका अर्थ यह होगा कि एक ही स्थान पर नापे 


*यदि आपेक्षिकता के व्यापक सिद्धान्त के निर्माण के पहले ही हबल के प्रसरण का आविष्कार 
हो गया होता तो इस विश्व-संरचनामूछक पद का निवेषण कदापिं नहीं होता। अब तो क्षेत्र- 
समीकरणों में ऐसे पद का निवेषण और भी कम समर्थनीय हो गया है क्योंकि विश्व-संरचना की 
समस्या का स्वाभाविक हल प्राप्त करने का जो उददेश्य इस निवेषण का था वह सफल नहीं हुआ | 
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हुए प्रकाश वेग का मान समय' पर अवलूम्बित होगा। किन्तु यह बात तो आपेक्षिकता 
के विशिष्ट सिद्धान्त के भी विरुद्ध है। इसके अतिरिक्त यह बात भी ध्यान देने योग्य 
है कि 5, और $, के बीच में बार-बार इधर से उधर जानेवाल्ा प्रकाश-संकेत भी एक 
घड़ी का ही काम देगा। किन्तु 5, पर स्थित घड़ी (यथा परमाणु-घड़ी ) के और इस 
घड़ी के समयों में कोई नियत सम्बन्ध नहीं रहेगा । और इसका यह अर्थ होगा कि 
आपेक्षिकता सिद्धान्त में मान्य मीट्रिक का अस्तित्व ही संभव नहीं है। इससे न केवल 
आपेक्षिकता प्रदत्त अनुबंधों की बोधगम्यता की ही हानि होती है, किन्तु इसके साथ 
इस तथ्य का सांगत्य भी नहीं हो सकता कि विभिन्न परमाणुओं के कई गुणों का 
सम्बन्ध सादृश्य”/ ( भाणंका 9 ) का नहीं, किन्तु सर्वांग समता” (८०४- 
27प८:८८) का होता है (यथा तीक्ष्ण स्पेक्ट्रमीयः रेखाओं, परमाणुओं के आयतन 
आदि का अस्तित्व) । 
किन्तु उपर्यूकत विवेचन' तरंग-सिद्धान्त पर आधारित है और यह संभव है कि 
उपर्युक्त परिकल्पना के कुछ प्रवर्तक' यह संकल्पता कर हे कि' प्रकाश-प्रचरण की 
क्रिया पूर्णतः तरंग-सिद्धान्त के अनुसार नहीं होती, किन्तु बहुत कुछ काम्पटन प्रभाव 
(07770०7 ८८८८) के सदृश होती है। प्रकीर्णन (5००४८८०7०४ ) के अभाव में 
हमारे वतंमान ज्ञान के द्वारा ऐसी क्रिया की परिकल्पना का समर्थन नहीं हो सकता। 
मूल आवृत्ति से आपेक्षिक आवृत्ति-विस्थापन की स्वतंत्रता का भी यह कोई कारण 
नहीं बता सकती। फलत: हबल के आविष्कार का इसके अतिरिक्त और कोई अर्थ 
संभव नहीं है कि तारामंडलर का प्रसरण हो रहा है। 

6) विश्व का प्रारम्भ (प्रसरण का प्रारम्भ) केवक 70” वर्ष पहले ही हुआ 
था, इस धारणा सम्बन्धी शंकाओं का आधार आनृभविक भी है और सैद्धान्तिक भी । 
ज्योतिषियों की प्रवृत्ति विभिन्न स्पेक्ट्रमीय' लक्षणोंवाल्े तारों को विकास की एक- 
समान प्रगति के क्रम में विभिन्न आयु-वर्गों में विभाजित करने की है। और विकास 
की ऐसी क्रिया के लिए 70* वर्षों की अपेक्षा बहुत ही अधिक समय की आवश्यकता 
है। अतः ऐसे सिद्धान्त का आपेक्षिकीय' समीकरणों के प्रमाणित परिणामों से 
वास्तविक विरोध है। किन्तु मुझे तो ऐसा मालम होता है कि तारों के विकास- 
सिद्धान्त का निर्माण क्षेत्र-समीकरणों की अपेक्षा अधिक दुर्बल आधार पर किया 
गया है | | | | 
सैद्धान्तिक शंकाओं का आधार यह तथ्य है कि विश्व-प्रसरण का प्रारम्भ 
होने के समय पर मीट्रिक विचित्र हो जाता है और घनत्व 9 अनन्त हो जाता 
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है। इस सम्बन्ध में निम्नलिखित बातें विचारणीय हैं। आपेक्षिकता का वर्तेमान 
: सिद्धान्त इस धारणा पर निर्मित हुआ है कि भौतिक वास्तविकता दो भागों में 
विभकत हो सकती है--एक ओर तो है मीटििक-क्षेत् (गुरुत्वाकषण ) और दूसरी 
ओर हैं विद्युतू-चुम्बकीय क्षेत्र और द्रव्य । वास्तव में आकाश संभवत: एकात्मक 
(द्रैधहीन) ही है और वर्तमान सिद्धान्त केवल सीमान्त परिस्थिति के लिए ही ठीक 
है। यदि क्षेत्र तथा हठ्य के घनत्व बहुत अधिक हों तो क्षेत्र-समीकरणों की--यहाँ 
तक कि उनमें प्रयुक्त क्षेत्र के चरों की भी--कोई वास्तविक अभिव्यक्ति नहीं होती । 
इसलिए क्षेत्र के तथा द्रव्य के अत्युच्च घनत्व की दशा में भी ये समीकरण सत्य 
होंगे यह मान लेना शायद उचित नहीं है और इसलिए यह निष्कर्ष निकालना भी 
उचित नहीं होगा कि प्रसरण के प्रारम्भ” का अर्थ अवश्य ही गणितीय विचित्रता का 
अस्तित्व है। इतना ही समझ लेना पर्याप्त है कि ऐसे प्रदेशों में इन समीकरणों का 
उपयोग नहीं किया जा सकता। 


किन्तु यह विवेचन इस तथ्य में परिवर्तन नहीं कर सकता कि वर्तेमान तारों और 
तारा-समूहों के विकास की दृष्टि से विश्व का प्रारम्भ” वास्तव में उस प्रारम्भिक 
समय को व्यक्त करता है जिससे पहले इन तारों और तारा-समूहों का अस्तित्व 
अलग-अलग सत्ताओं के रूप में नहीं था । 


(7) किन्तु आकाश की जो गत्यात्मक धारणा इस सिद्धान्त की दृष्टि से 
आवश्यक है, उसके पक्ष में भी कुछ आनुभविक तक प्रस्तुत किये जा सकते हैं । यद्यपि 
यूरेनियम का विघटन अपेक्षाकृत तीत्र गति से होता है और यद्यपि यह सत्य हैँ कि 
नवीन यूरेनियम की उत्पत्ति की कोई संभावना दिखलाई नहीं देती, फिर भी यूरेनियम 
अभी तक विद्यमान क्यों है ? आकाश विकिरण से इतना भरा हुआ क्‍यों नहीं हे 
कि रात्रि का आसमान अदीप्त पृष्ठ के समान चमकदार दिखलाई दे सके ! यह 
प्रइन बहुत पुराना है, किन्तु अचल विश्व के दृष्टिकोण से अभी तक इसका कोई संतोष- 
जनक उत्तर प्राप्त नहीं हो सका है। किन्तु इस प्रकार के प्रइनों में पड़ने से बहुत 
अधिक प्रसंगान्तर हो जायगा। 


(8) इन सब कारणों से ऐसा जान पड़ता है कि प्रसरणशील विश्व का 
 आयुष्काल स्वल्प होने पर भी इस धारणा पर गंभीर विचार करता आवश्यक है। 
और ऐसा करने के लिए मुख्य प्रषन यह है कि उसकी आकाशीय वक्रता धनात्मक 
है या ऋणात्मक । इसमें हम त्विम्नलिखित वक्तव्य और जोड़ देंगे । 
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आनुभविक दृष्टिकोण से यह निर्णय इस प्रश्न पर निर्भर है कि व्यंजक (३७०- 
£2) धनात्मक है (गोलीय परिस्थिति) अथवा ऋणात्मक (क्ट-गोलीय परिस्थिति 
मुझे तो यह प्रश्त सबसे अधिक महत्वपूर्ण जान पड़ता है। ज्योतिष-विज्ञान की 
वर्तमान स्थिति में इस' प्रदन का आनुभविक निर्णय असंभव नहीं मालम होता । हबल 
का प्रसरण / तो अपेक्षाकृत अच्छी तरह से ही ज्ञात है। अत: ० के मान' का निर्णय यथा 
संभव उत्कृष्ट यथार्थतापूर्वक करने पर ही सब कुछ निर्भर है। 

यह प्रमाणित हो जाने की आशा की जा सकती है कि यह विश्व गोलाकार है, 
किन्तु यह कल्पना करना भी कठिन है कि वह कूट-गोलाकार प्रमाणित हो सके । यह 


बात इस तथ्य पर निर्भर है कि 9 के लिए एक निम्नतम सीमा तो निर्धारित हो सकती 


है, किन्तु उच्चतम सीमा का निर्धारण संभव नहीं है। इसका कारण यह है कि हमारे 
लिए यह अनुमान लगाना प्राय: असंभव है कि ० का कितना अंश ऐसे विकिरणहीन 
द्रव्य-पुंजों के कारण है जो ज्योतिष-विज्ञान के उपायों से अप्रेक्ष्य है । इस' बात का 
विवेचन में कुछ विस्तार के सहित करना चाहता हूँ । 


केवल विकिरणशील तारों के ही द्रव्यमान का हिसाब लगाकर हम 7 की एक 


निम्न सीमा ९६ निर्धारित कर सकते हैं। तब यदि ऐसा मालूम पड़े कि 0, >9“- 
९ 


है तो हमारा निर्णय गोलाकार आकाश के पक्ष में हो जायगा। किन्तु यदि , 


निकले तो विकिरणहीन द्रव्य-पुंजों के कारण 9 का जितना अंश ०४ होता हो उसका 
भी अनुमान करने का प्रयत्न करना पड़ेगा। हम यह प्रमाणित करना चाहते हैं कि 


हम ५ की भी एक निम्न सीमा निर्धारित कर सकते हैं । 
| ७ 


एक एसे खगोलीय संघ की कल्पना करिए जिसमें अनेक अलूग-अलग तारे हे 


और जिसे हम पर्याप्त यथार्थतापूर्वक एक अचल संघ समझ सकते हैं (उदाहरणार्थ-- 


गोलाकार तारापुंज (8[09पए०7 ८[४५६०४) । तारों के जो वेग स्पैक्ट्म दर्शकीय' विधि 


से नापे जा सकते हैं उनके द्वारा कुछ तकं-संगतः संकल्पनाओं की सहायता से हमें 


गुरुत्वीय क्षेत्र का मान ज्ञात हो सकता है। फलत: इस क्षेत्र को उत्पन्न करनेवाले 
द्रव्य-पुंजों का द्रव्यमान भी ज्ञात हो सकता है। इस प्रकार परिकलित द्रव्यमानों की 
उस तारा-पुंज के दृष्ट तारों के द्रव्यमान से तुलना करके कम से कम स्थल सच्चिकटन 
तक यह अनुमान छगाया जा सकता है कि क्षेत्रोत्पादक द्रव्यमान उस पंज के दष्ट 
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तारों के द्रव्यमान से कितना अधिक है। इस प्रकार उस विशिष्ट तारापुंज के लिए 


2३ का अनुमान प्राप्त हो सकता है । 


९ 
हक औसत की दृष्टि से विकिरणहीन तारे विकिरणशील तारों की अपेक्षा छोटे 


होते हैं। उतकी और पूंज के अन्य तारों की पारस्परिक क्रिया के कारण उनके 
औसत वेग की प्रवृत्ति बड़े तारों के वेग की अपेक्षा अधिक होने की होती है। अतः 
पुंज में से उनका “बाष्पन'”' (०००७००:०७४०४००) बड़े तारों की अपेक्षा अधिक 
शीघ्र होगा। इसलिए यह आशा की जा सकती है कि पुंज से बाहर की तुलना में 
उसके भीतर छोटे खगोलीय पिडों की आपेक्षिक संख्या कम होगी। फलकूत: इस 
९८ 


तारा-पंज में यह आपेक्षिक संख्या (घनत्वों का अनुपात) 
5 


६ ही सम्पूर्ण 


आकाश के घतत्व-अनुपात -.” की निम्न सीमा समझा जा सकता है, और तब सम्पूर्ण 


९5 


_ आकाश में द्रव्य के औसत घनत्व की निम्न सीमा हो जायगी। 


05 [पर बल <). 


| 4 
यदि यह राशि 37 से बड़ी हो तो हम यह समझ सकते हैं कि आकाश गोला- 


८ 


कार है। दूसरी और मैं 9 की ऊध्व॑ सीमा के किसी काफ़ी भरोसे के लायक अनुमान 
की कल्पता भी नहीं कर सकता । 

. (9) अंतिम बात जो कम महत्व की नहीं समझी जा सकती वह यह है! 
स्वोत्सर्जी (रेडियमधर्मी) (ए४00-4०८४४० ) खनिजों द्वारा प्राप्त पृथ्वी के दुढ़ 
पृष्ठ की आय्‌ की अपेक्षा विश्व की आय (उपर्युक्त अर्थ में) निरचय' ही अधिक होनी 
चाहिए। इन खनिजों द्वारा निर्णति आयु पूर्णत: विश्वसनीय है। इस कारण यदि 
विश्व-संरचना का सिद्धान्त, जिसका प्रतिपादन यहाँ किया गया है, इस प्रकार निर्णीत 
परिणामों के प्रतिकूल सिद्ध हो जाय तो वह सिद्धान्त अवश्य ही प्रमाणित हो जायगा। 
ऐसी दा में मुझे इस समस्या का कोई तर्कंसंगत हल नहीं दिखाई देता । 
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असंमित क्षेत्र का आपेक्षिकीय सिद्धान्त 
(फिटाब्राएएं5डत८ त7९०7ए ० ६56 २००-३७एज्ा7 ०८ एपटात ) 


असली विषय' का प्रारम्भ करने से पहले मैं क्षेत्र-समीकरण-संघों ($ए5८८७ 
०760 ८९०४४०॥७$) की 'प्रबलता” ($६८०४८॥) का विवेचन करना चाहता 
हूं। यहाँ जिस सिद्धान्त विशेष का प्रतिपादन किया गया है उसमें उपयोगी होने 


के अतिरिक्त सर्वथा स्वतंत्र रूप से भी इस विवेचन की स्वकीय रोचकता है। किन्तु 
हमारी समस्या के गंभीर अध्ययन के लिए तो यह अनिवाय है। 


क्षेत्रसमीकरण-संघ के “सांगत्य'” (०००७०४४०॥६०) तथा 
'प्रबलछता' (5८7४४) के विषय में 
यदि कुछ क्षेत्रीय चर तथा उनके क्षेत्र-समीकरण-संघ दिये हुए हों तो साधारणतः 


इन' समीकरणों से उस क्षेत्र का निर्णय पूर्णतः नहीं हो सकता। इन क्षेत्र-समीकरणों 


का हल प्राप्त करने के लिए कुछ आवश्यक राशियाँ तब भी अनिर्णीत ही रह जायेंगी। 


क्षेत्रसमीकरण संघ से संगत अनिर्णीत राशियों की संख्या जितनी ही कम होगी 


उतना ही श्रबल” वह संघ समझा जायगा। यह स्पष्ट है कि समीकरणों के चुनाव 
सम्बन्धी किसी अन्य दृष्टिकोण के अभाव में, कम प्रबल संघ की अपेक्षा अधिक 
प्रबल संघ को ही वरिष्ठ समझना पड़ेगा। हमारा उद्देश्य यह है कि समीकरण- 
संघ की इस प्रबछता को नापने की युक्ति हमें मालूम हो जाय। इस अन्वेषण का 
परिणाम यह निकलेगा कि ऐसा नाप निर्धारित करना भी संभव हो जायगा कि 
जिसके द्वारा हम उन समीकरण-संघों की प्रवलताओं की भी तुलना कर सकेंगे जिनके 
क्षेत्रीय चरों में, संख्या तथा जाति की दृष्टि से, विभिन्नता विद्यमान हो। 

इस कार्य के लिए आवश्यक धारणाओं तथा; विधियों को हम यहाँ क्रमशः 
वर्धभान जटिलतायुक्त उदाहरणों के द्वारा प्रस्तुत करेंगे। किन्तु इस विवेचन को हम 














(कल ल- रीलिक कक. 
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चतुविमितीय क्षेत्र तक ही सीमित रखेंगे और सम्बन्धित धारणाओं को भी इन 
उदाहरणों में क्रागत रूप से ही निविष्ट करेंगे । 
पहुला उदाहुरण--अदिष्ट तरंग समीकरण * 


2 आज $,५४- ९, ५४ | $,(4 777० 
इस संघ में एक क्षेत्र-लर के लिए केवछ एक ही अवकलः समीकरण है। हम 
मान लेंगे कि किसी बिन्दु के आसपास $ का एक टेलर श्रेणी (7५9]0०४ 3०४०४) 
के रूप में विस्तार किया जा सकता है (इसका अर्थ यह है कि $ का वैर्लेषिक 
लक्षण स्वीकार कर लिया गया है) । इस श्रेणी के समस्त गणांकों के द्वारा यह 
फलन पूर्णतः निर्धारित हो जाता है। #वें वर्ण के गुणांकों (अर्थात्‌ बिन्दु ? पर 


. $ के #वें वर्ण (०4७४) के व्युत्पान्नों) की संख्या "“-:7 “77 होगी 


जिसे संक्षेप मे (#) लिखा जा सकता है। इन समस्त गणांकों का स्वतंत्र निर्वाचन 


_ हो सकता था यदि उस अवकल समीकरण में इनके कुछ पारस्परिक सम्बन्ध गर्भित 
ने होते। इस समीकरण के द्वितीय' वर्ण ($८८०7॥त० ०76८०) का होने के कारण ये 
- सम्बन्ध उस समीकरण का (४--2) बार अवकलन करने से प्राप्त हो जायेंगे । 


इस प्रकार #-वें वर्ण के अवकलन के लिए हमें + प्रतिबंध प्राप्त हो जाते हैं। 


अतः जो #-वें वर्ण के गणांक स्वतंत्र रह जायेंगे उनकी संख्या होगी 


४ चाहे जितना भी हो, यह संख्या धनात्मक ही रहेगी । अतः यदि # से छोटे समस्त 
वर्णों के स्वतंत्र गुणांक निर्धारित हो चुके हों तो, इनमें कोई परिवर्तन किये बिना ही, 
/#-वें वर्ण के गुर्णांकों के प्रतिबंध सन्तुष्ट किये जा सकते हैं। 

अनेक समीकरणों के संघों के लिए भी ऐसी ही युक्तित का उपयोग किया जा 
सकता है । यदि #-वें वर्ण के स्वतंत्र गुणांकों की संख्या शून्य से कम न हो जाय 


* आगे के विवेचन में 'कामा' का चिह सदा भांशिक अबकलून को व्यक्त करेगा। यथा 


| हा, -_ 0९ 8१९ 
ह ९, .. ऋ ९, 33 जय 8:४7 क्र इत्याद 
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' तो ऐसा समीकरण-संघ पूर्णतः: संगत” (४58०[७८८५४ ८००७४४४०।०) कहलाता 
है। हम केवल ऐसे ही समीकरण संघों का विचार करेंगे। मैं जितने भी भौतिकी में 
प्रयुक्त समीकरण-संघों से परिचित हूँ वे सब इसी प्रकार के होते 


अब हम समीकरण (7) को अन्य रूप में लिखेंगे। हम देखते हैं कि--. 


(“0-04 ज 0 07000: / 
/४ 7-72 // (# ने 2) (४ -+-3 हा रा ॥ै जज 


जहाँ 2, नर + 6 
यदि हम इस विवेचन को # के बड़े मानों के लिए ही सीमित रखें तो हम 
न 


कोष्ठक में “५ आदि पदों को उपेक्षणीय समझ सकते हैं और तब हम समीकरण 


7) के स्थान में अनन्तस्पर्शी रूप से (५४७००७६०४८थ५) लिख सकते हैं कि-- 
है . 
थे & अब ( आज+ सा १० ढक नदी 44 
/7 । 


2, को हम “स्वतंत्रता के गुणांक” की संज्ञा देंगे और विचाराधीन परिस्थिति में 
उसका मान 6 है। जितना ही बड़ा यह गुणांक होगा उत्तना ही अधिक दुरबंल वह 
समीकरण-संघ होगा । 


ह द्वितीय उदाहरण--रिक्ताकाद के लिए मेकक्‍्सवेल का समीकरण 


45 
3 घ्य्ल 0) ध्य्य (0) 
४, ४, ! १५८ हज है; 
प्रति संमित टेन्सर $;, के सहचर संकेतांकों को 
| कक 
५) मं __ | 





पर 





की सहायता से ऊपर उठाने से ४ प्राप्त होता है। 
... छः क्षेत्र-चरों के लिए ये 4--4 क्षेत्र-समीकरण हैं। इन आठ समीकरणों में दो 
समीकरण तो सर्वेसमिकाएँ (तंलापंध८७) हैं। यदि इन क्षेत्र-समीकरणों के 


वामपक्ष क्रमशः (४ तथा 9: के द्वारा व्यक्त किये जायें तो दोनों सर्वसमिकाओं 
के रूप होंगे 





टी 
हा 2700, शून्ः0 
#8 कक 
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पहाँ हमारी तकं-धारा निम्नलिखित होगी-- 
इन 6 क्षेत्र-धटकों के ठेलर-प्रसार (73५०: €#भ्राअंणा से हमें 


6(£) क्‍ 
/ 
गुणांक #-वें वर्ण के मिलेंगे। और इन #-वें वर्ण के गुणांकों के लिए जिन प्रतिबंधों 


का पालन आवश्यक है वे इन प्रथम वर्ण के 8 क्षेत्र-समीकरणों का #-7 बार 
अवकलन करने से प्राप्त होंगे। अतः इन प्रतिबंधों की संख्या होगी-- 


8६५५) 


किन्तु ये सब प्रतिबंध एक दूसरे से स्वतंत्र नहीं हो सकते क्योंकि इन 8 समीकरणों 
में दो द्वितीय बर्ण की सर्वंसमिकाएँ (0०0000०$ ) हैं। उनका (४-2) बार अवकलन 
करने पर क्षेत्र-समीकरणों से प्राप्त प्रतिबंधों में 


4. 
॥-2 । 


प्रतिबंध बीजीय' सर्वसमिकाएँ होती हैं। अतः #-वें वर्ण के स्वतंत्र गुणांकों की 


संख्या होगी 
जज (४) ः | म (2) ण (५) 


# के समस्त मानों के लिए 2 धनात्मक है। अतः यह समीकरण-संघ भी पूर्णतः 
संगत” है। अब यदि इसके दक्षिण पक्ष में से गुणांक (४) को बाहर निकाल ले तो ््ि 
अनन्त-स्पर्शी रूप में 


72 *) (6 कल  आ  क // 603 24] 
7-3 रा (#-- 2) (४+-3) 


8 8 -( [6-8 (7- है न 7--) | 


4 72, 
ाः ') !( 0 हलक 


अर्थात्‌ यहाँ 2-2 होगा। इससे प्रगट होता है कि अदिष्ट तरंग-समीकरण 
--6 ) की तुलना में यह समीक्षरण-संघ क्षेत्र के निर्णयन के लिए कम प्रबल है. 


भौर यह भी मालूम हो जाता है कि इसकी प्रबलता कितनी कम है। दोनों ही ' ं 
हे क्‍ 








जाती है जो स्वतंत्र गुणांकों की यथार्थ गणना के लिए आवश्यक है। वह यह है कि 


में से केवल एक भाग ही ऐसा है जो यथार्थंतः विभिन्न क्षेत्रों के लक्षणों को निर्धारित 


का परिकलन करंगे। 
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ष्फै कै कं 


उदाहरणों में परिस्थिति यह है कि कोष्ठकगत अपरिवर्ती पद का छोप हो जाता 
है। इस बात से यह प्रगट हो जाता है कि इन समीकरण-संघों में चार चरों का 
कोई भी फलन' स्वतंत्र नहीं रहता। 


तीसरा उदाहरण--रिक्ताकाश के लिय गुरुत्वीय समीकरण-संघ । 
हम इन्हें निम्नलिखित रूप में लिखेंगे 


रि७तत0०0 ; शा -+ €% -- €॥ हक -+ 0 
हु 


7२% में केवल [' ही उपस्थित रहते हैं और उनकी अपेक्षा ये प्रथम वर्ण के होते हैं। 
यहाँ / और [? को हम स्वतंत्र क्षेत्र-चर समझेंगे। द्वितीयः समीकरण से प्रगट होता 
है कि [? को प्रथम वर्ण के अवकलनवाली राशियाँ समझना सुविधाजनक है और 
इसका अर्थ यह है कि टेलर-प्रसार 


हे 


ह एः __ एः [! %, ! 
पक गा । अ क हा 





2८४ ३ | 
ब् कि कक कक कक कक कक 999 


म॑ हम !? को तो प्रथम वर्ण का मानते हूँ, [!; को द्वितीय वर्ण का इत्यादि, इत्यादि 





फलत: २,६ को द्वितीय वर्ण का समझना पड़ेगा । इन समीकरणों में चार वियांची 
:808767 ) की सर्वंसमिकाएँ हैं जिन्हें हमारी स्वीकृत पद्धति के अनुसार तृतीय 
वर्ण की समझना चाहिए 


व्यापक रूप से सहचर समीकरण-संघ में एक नवीन परिस्थिति उत्पन्न हो 





केवल निर्देशांकों के रूपान्तरण के कारण किसी एक क्षेत्र के स्थान में जो दूसरा 
क्षेत्र प्रगट होता है उसे पहिले क्षेत्र ही का कोई अन्य निरूपण मात्र समझना चाहिए 
फलत: £ के #-वें वर्ण के गुणांकों की संख्या 

ल्‍ 





4 
4॥ 


"0 





करने के लिए उपयोगी है। इसलिए किसी विशेष क्षेत्र को वास्तव में निर्णीत करने- 
वाले विस्तारण-गुणांकों की संख्या में कुछ कमी हो जाती है। अब हम इस. कमी 


भर 
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8.07 


है रलनलकबेक आम %५ 


89 श्टि भः 





ललिता लत. 
2: सतमपा पाप. ॥आवशनकित--+/५३+२#०+ ५ के 


गाल, 








में ? तथा, वस्तुतः एक ही क्षेत्र को निरूपित करते हैँ। यदि ४४४ की अपेक्षा 


इस समीकरण का अवकलन # बार किया जाय तो हम देखेंगे कि चारों फलनों के 
सापेक्ष समस्त (४-7 )-वें व्युत्पन्न €* के व्यंजक के #-वें वर्ण के गुणांकों में 
उपस्थित होंगे अर्थात्‌ जिन गुणांकों का क्षेत्र के निरूपण मे कोई हाथ नहीं होता 


उनकी संख्या 4 हे हा ) होगी। इसलिए किसी भी व्यापक आपेक्षिकीय सिद्धान्त 


में उस सिद्धान्त के सहचरत्व की दृष्टि से #-वें वर्ण गुणांकों की सम्पूर्ण संख्या में से 
4 रे () को घटाना पड़ेगा। तब #-वें वर्ण के गुणांकों की गणना का 
परिणाम यह होगा । 


शूत्य कोटि के अवकलन की 70 राशियाँ &., और प्रथम वर्ण के अवकलन 


+ 


की 4० राशियाँ हे मिलकर अभी बताये हुए संशोधन के कारण #-वें वर्ण के 
५ 


गुणांकों की संख्या हो जायगी 
हैं3 


हे आप का ( 4 
न्‍्ज की 4)+4० ( ,*, ) 4६ #४#+ 7 


4 


और इनके लिए क्षेत्र-समीकरण (द्वितीय वर्ण के 70 तथा प्रथम वर्ण के 4० 
प्रतिबंध प्रस्तुत करेंगे उनकी संख्या होगी 








स्म्ग0 ( । » 4० 





किन्तु इन /ऐं प्रतिबंधों में जितनी सर्वसमिकाएँ तृतीय वर्ण की बियांची स्वे- 
समिकाओं उनकी संख्या 








१३२ क्‍ आपेक्षिकता का अभिप्राय 


को घटा देना पड़ेगा । अतः 


रत | 30 (४ )+4० ( से ४ ( कि ) ॥ 
ँ -[7०( ५, )+4० (,,, ) | +4 ला 


फिर इसमे से गुणनखंड ( हे ) को बाहर निकाल कर, # के बड़े मानों के लिए, 


हम. देखेंगे कि अनन्तस्पर्शी रूप में 


. 4 ड़ द 
ब्क ( ! ) ॥ पे फ | 


इस प्रकार 2,--72 । यहाँ भी ४ के समस्त मानों के लिए 2 धनात्मक होगा। 
अत: यह समीकरण संघ भी उपर्युक्त परिभाषा के अनुसार पूर्णतः संगत है । यह बात 
आइचय॑जनक है कि रिक्ताकाश के गुरुत्वीय समीकरण भी अपने क्षेत्र को उतनी ही _ 
प्रबलतापूर्वक निर्णीत्‌ कर देते हैं जितनी प्रबलतापूर्वक विद्युतू-चुम्बकीय क्षेत्र को 
मेक्‍्सवैल के समीकरण निर्णीत करते हैं। ्ि 

_आपेक्षिकीय क्षेत्र-सिद्धान्त 
(२०७० एा57८ डॉ ४००7०) 
साधारण वक्तव्य 


.. आपेक्षिकता के व्यापक सिद्धान्त ने जो वास्तविक कारें किया है वह यह है कि . 
... उसने भौतिक विज्ञान को “अवस्थितित्वीय तंत्र (अथवा तंत्रों)” की धारणा की हे 
० हर आवश्यकता से मुक्त कर दिया है। इस धारणा के संतोषजनक न' होने के कई कारण 
हैं। पहिले तो बिना किसी गहरी बुनियाद के ही यह धारणा समस्त संभावित 
निर्देशांक-तंत्रों में से कुछ विशेष प्रकार के निर्देशांक-तंत्रों को प्रमुखता प्रदान कर देती 
। और तब यह संकल्पना कर ली जाती है कि भौतिक विज्ञान के नियम केवल ऐसे .. 
ही निर्देशांक तंत्रों के लिए मान्य होते हैं (उदाहरण के लिए अवस्थितित्व का नियम 
और प्रकाश-वेग की नियतता का नियम) । इस प्रकार आकाश को भौतिक 
.... विवरण के अन्य सब अवयवों की तुलना में सर्वंथा भिन्न और विद्येष स्थान प्राप्त हो _ 
जाता है। समस्त भौतिक प्रक्रियाओं पर तो उद्यका निर्णयात्मक प्रभाव पड़ता है 
किन्तु वह स्वयं किसी भी प्रक्रिया के द्वारा प्रभावित नहीं होता । यद्यपि ऐसा 


अ 











सिद्धात्त तर्क की दृष्टि से संभव हो सकता है किन्तु वह्‌ संतोषजनक नहीं समझा जा 
प्ृकता। न्‍्यूटन इस दोष से भली भाँति परिचित था किन्तु उसने यह भी स्पष्ट- 
तया समझ लिया था कि उस समय भौतिक विज्ञान के लिए और कोई दूसरा मार्ग 
खला भी नहीं था। परवर्ती वैज्ञानिकों में मेख्र (875६ ४०८7) ने ही इस बात 
पर सबसे अधिक ध्यान केन्द्रित किया था। 

भौतिकी की मूल धारणाओं के न्यूटनोत्तरीय' विकास में अवस्थितित्वीय तंत्र का 
अतिक्रम किन नवीनताओं के कारण संभव हुआ ? सबसे पहिली नवीनता तो थी 
फैरैंडे (79099) और मेक्‍्सवेल (३७०) के विद्युत-चुम्बकीय' सिद्धान्त 
द्वारा प्रतिपादित क्षेत्र की धारणा अथवा अधिक स्पष्ट रूप में यह धारणा कि क्षेत्र 
स्वयं ही एक स्वतंत्र सत्ता' है और उसे अन्य अधिक' मौलिक धारणाओं पर आश्रित 
नहीं समझा जा सकता । इस समय जहाँ तक हम निर्णय कर सकते हैँ वहाँ तक 
तो आपेक्षिकता के व्यापक सिद्धान्त को हम केवल एक प्रकार का क्षेत्र-सिद्धान्त ही 
समझ सकते हैं। यदि हम इसी विश्वास को पकड़े हुए बेंठे रहते कि वास्तविक 
जगत ऐसे द्रव्य-विन्दुओं से निर्मित है जो अपने पारस्परिक बलों के प्रभाव से स्थानान्त- 
रित होते हैं तो इस सिद्धान्त का विकास हो ही नहीं सकता था। यदि तुल्यता के 
नियम के द्वारा कोई न्यूटन' को अवस्थितित्वीय' तथा गरुत्वीय द्वव्यमान' की समता 
को समझाने का प्रयत्न करता तो न्यूटन को अवश्य ही यह आपत्ति उठानी पड़ती कि 
यह तो सचमुच सही है कि किसी त्वरित निदशांक तंत्र की अपेक्षा वस्तुओं में उतना 
ही त्वरण दिखाई देता है जितना कि उन्तमें किसी गुरुत्वाकर्षण युक्त खगोलीय पिंड 
के पृष्ठ के समीपवर्ती प्रदेश में उत्पन्न हो जाता है, किन्तु प्रथम परिस्थिति में त्वरण 
उत्पन्न करनेवाले द्रव्य-पंज कहाँ हैं? यह स्पष्ट है कि आपेक्षिकता के सिद्धान्त में 
क्षेत्र की स्वतंत्रता की धारणा पहिले ही से मान ली गयी है। 

गणित के जिस ज्ञान के द्वारा आपेक्षिकता के व्यापक सिद्धान्त की स्थापना 
संभव हुई है उसके लिए हम गाउस (54058) तथा रीमान' (ए्पिलयशा) ) के 
ज्यामितीय' अनुसंधानों के ऋणी हैं। गाउस ने अपने “पृष्ठों के सिद्धान्त में 
त्रिविमितीय यूक्लिडीय' आकाश में अवस्थित पृष्ठों के मापनिक' लक्षणों का अध्ययन 
. किया है और यह प्रमाणित कर दिया है कि इन लक्षणों का वर्णन ऐसी धारणाओं 
के द्वारा हो सकता है जिनका सम्बन्ध केवल उन पृष्ठों से तो हो किन्तु उस आकाश 
सेन हो जिसमें वे पृष्ठ अवस्थित*हैं। साधारणतः किसी पृष्ठ पर कोई निर्देशांक- 
तंत्र वरिष्ठ नहीं होता । इसलिए/इस अध्ययन के ही कारण सबसे पहिले सम्बन्धित 
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राशियों को व्यापक निर्देशांकों द्वारा व्यक्त करना संभव हुआ था। रीमान ने पृष्ठों 
के इस द्वि-विमितीय सिद्धान्त का विस्तारण करके उसे कितनी ही मनमानी विमितियों 
वाले आकाश के छिए (अर्थात्‌ रीमानीय मीट्रिक (770०:7०) युक्‍त तथा द्वितीय 
कोटि (7४7) के संमित टेन्सर द्वारा पारिभाषित आकाश के लिए ) उपयुक्त 
रूप दे दिया है। इस प्रशंसनीय' अध्ययन से उच्चतर-विमितीय' मापनिक आकाशों 
की वक्रता का व्यापक व्यंजक प्राप्त हो गया है। 


. व्यापक आपेक्षिकता की स्थापना के लिए आवश्यक गणितीय सिद्धान्तों के ऊपर 
वर्णन किये हुए विकास का यह परिणाम हुआ कि पहिले तो यही समझा जाने लगा 
कि जिस मूल धारणा पर आपेक्षिकता का व्यापक सिद्धान्त आश्वित है वह रीमानीय' 
मीट्रिक की धारणा ही है और इसी के कारण हमें अवस्थितित्वीय निर्देशांक-तंत्रों से 
मुक्ति मिली है। किन्तु बाद में लेवी-सिविटा (7.०४-(४ए६७) ने ठीक ही 
बतला दिया कि सिद्धान्त के जिस अवयव के कारण अवस्थितित्व-तंत्रों से छुट्टी पाना 


संभव हुआ वह तो वस्तुतः अनन्त सूक्ष्म विस्थापन क्षेत्र [';६ है। मीट्रिक का अथवा 


जिस संमित टेन्सर-क्षेत्र 2;& के द्वारा मीट्रिक निर्धारित होता है उसका सम्बन्ध 
अवस्थितित्वीय-तंत्रों से मुक्ति की प्राप्ति से केवल इतना ही है कि इन्हीं के द्वारा 


विस्थापन-क्षेत्र निर्णीत होता है। नीचे दिये हुए विवेचन से यह बात स्पष्ट हो 


जायगी । द | 


_ एक अवस्थितित्वीय तंत्र से किसी अन्य' अवस्थितित्वीय तंत्र में परिणमन एक 
विशेष प्रकार के रेखिक (एक घात) रूपान्तरण के द्वारा सम्पन्न होता है। यदि 
मनमानी दूरी पर अवस्थित दो विन्दुओं ( ?, और ?,) पर क्रमशः ४ तथा 

हम 89 


कम 


दो ऐसे सदिश हों जिनके अनुरूप घटक बराबर हों (४+> 


४ 
द दि ५ . #. का 
40775 0]82 ) रूपान्तरण में यह अनुबंध ज्यों का त्यों सुरक्षित रहता है। यदि 
रूपान्तरण-सूत्र 


तो अनुमेय 





हा 


किक 
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स्थान पर अवलूम्बित नहीं होगा। अतः यदि हम अवस्थितित्वीय-तंत्रों तक ही सीमित 
रहें तो दो विभिन्न विन्दुओं (?,, ?,) वाले सदिशों की समता का अनुबंध निश्चर 
होगा। किन्तु यदि हम अवस्थितित्वीय तंत्र की धारणा का परित्याग कर दें अर्थात्‌ 


बर्दशांकों का ञ # और 
न के मनमाने संतत रूपान्तरण को अनुमेय मान लें अ 0० का मान 56. 


026 ह 


पर अवरूम्बित हो तो आकाश के दो विभिन्न विन्दुओं से सम्बद्ध सदिशों के घटकों 
की समता का निशचरत्व नष्ट हो जायगा। अतः विभिन्न विन्दुओं के सदिशों की 
प्रत्यक्ष तुलना नहीं हो सकेगी । यही कारण है कि व्यापक आपेक्षिकीय सिद्धान्त में 
किसी दिये हुए टेन्‍्सर से अवकलन के द्वारा नवीन टेन्सर नहीं बनाया जा सकता 
और ऐसे सिद्धान्त में निश्चर अनुबंधों की संख्या कुल मिलाकर बहुत कम होती है। 
इस कमी की पूर्ति अनन्त सूक्ष्म विस्थापन क्षेत्र के निवेषण से की जाती है। यह 
अवस्थितित्वीय तंत्र का इतना स्थान तो ले लेती है कि अनन्ततः निकटवर्ती विन्दुओं 
« के सदिशों की तुलना संभव हो जाती है। इस धारणा से प्रारम्भ करके अब हम 
आपेक्षिकीय क्षेत्र सिद्धान्त को इस प्रकार प्रस्तुत करेंगे कि जिस किसी बात की 
हमारे उद्देश्य की पूर्ति के लिए आवश्यकता न हो वह उसमें से सावधानतापूवेक 
निकाल दी जाय । 


के 





अनन्त सुक्ष्म विस्थापन क्षेत्र [ 
पृफल पराफिपल्शंपानें 075942काला: घ्रिशेव [? 
ः किसी विन्दु ? ( निर्देशांक £/ ) के किसी प्रतिचर (८0702 ए०४०॥४) 
... सदिश ४ का किसी अनन्ततः निकटवर्ती विन्दु (४//-८४) के सदिश ए--० ४ 
से द्वि-रेखिक व्यंजक ह 


् अर 


५; ;' 
80 ब्| “5 | /४ 
४ 


के द्वारा सम्बन्ध जोड़ा जा सकता है, जिसमें [? & के फलन हैं। दूसरी ओर यदि 2 
कोई सदिश-क्षेत्र हो तो ४४ के घटक (:४+-4४) विन्दु पर होंगे 
0ए+र्ध औएं 
0 


जहाँ ,£ का अर्थ है साधारण अवकलन 80 


/..- 4४ पर इन दोनों सदिशों का अन्तर भी स्वयं एक 





क्षकेशसी के ओे फी कर्ज के क्र # # कक ह?/ ) 


-. जहाँ रद हैः 

. अतः निकटवर्ती बिन्दु & 

हटा । मु ) | कि, 

. सदिश (4 नी 2 [ ) वए कक ही. दी 
हु हे # 








हा 


४७५ 
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. होगा और उन दो अनन्ततः निकट विन्दुओं पर उस सदिश क्षेत्र के घटकों के सम्बन्ध 
को व्यक्त करेगा। यहाँ विस्थापन क्षेत्र अवस्थितित्वीय-तंत्र का स्थान ले लेता है 
क्योंकि इसके द्वारा प्राप्त यह सम्बन्ध वही है जो पहिले अवस्थितित्वीय-तंत्र के उपयोग ' 


क्‍ आर जिस तो गे 
से प्राप्त होता था। कोष्ठकगत व्यंजक (जिसे संक्षेप में | भी लिखा जा सकता 


टेन्सर है। ह 


2. का टेन्सरत्व ही [? के रूपान्तरण नियम को निर्णीत करता है। पहिले तो 


हम लिखेंगे कि 


0 ८5 3 आरा 





दोनों निर्देशांक-तंत्रों में एक ही संकेतांक के उपयोग का यह अर्थ नहीं है कि यह अनुरूपी 
घटकों को व्यक्त करता है अर्थात्‌ » और &* में 7 से 4 तक के मान बिलकुल स्वतंत्र 
है। थोड़े अभ्यास के बाद इस संकेतत से समीकरण बहुत ही अधिक स्पष्ट हो जाते हूँ। ._ 


क्‍ अब हम “६ के स्थान में 0६, + 2/* [९६ *. 
तथा ै८ के स्थान में 0५ +2४ ["६ 





प « ते38४ 
और 2४ के स्थान में ये 
027 
धु | .-- 73 
तथा _0_ के स्थान म 00 < हि. ह ह 


लिख देंगे। इससे ऐसा समीकरण प्राप्त हो जाता है जिसमें [?* के केवल मूल 
निदशांक तंत्र की क्षेत्रीय. राशियाँ तथा (मूल निर्देशांक £ की अपेक्षा ) उनके व्युत्पन्न 

ही उपस्थित होते है। [!* के लिए इन समीकरणों को हल करने पर अभीष्ट रूपान्तरण 

सूत्र प्राप्त हो जाता है। 





्््रं 
02004% हेड ३ 85% 
इसके दक्षिण पक्ष के द्वितीय पद को थोड़ा और सरल किया जा सकता है 
. 0... है. 80% 0 /6%४*%... 856 द 














[ 80:5४ 82 777 [ 85% 855 0 


आन... िल-3+सनल%+>४+८न-नन्पाल, का लनानलअसब_»्बभ»्मम-लपाक. 5] रा. बट: 


820 ह 026%.. 0:2८ 'ज 








अननराभानाल.. आभयालाफानकाक 


॥ 0%0% हद हेड... 9%+%0 9 




















१३७ 


0.४ 
पक द 0 हे |+६ 8 20 शत ; 


- 80. 0268%, क्ट्र्कि 
ऐसी राशि का नाम 'आभासी टेन्सर” (9४८प१०-४८०४०४) है। रैखिक 
रुपान्तरण से तो यह टेन्सर में परिणत हो जाता है किन्तु अ-रैखिक रूपान्तरण में 
इसमें एक पद और जुड़ जाता है जिसमें वह व्यंजक जिसका रूपान्तरण करना था 
और जो केवल रूपान्तरण के गणांकों ही पर अवलरूम्बित होता है नहीं रहता । 


विस्थापन क्षेत्र के विषय में कुछ सूचनाएं । 








7) नीचेवाले संकेतांकों के स्थान परिवर्तन से प्राप्त राशि हा ( ब्ब्ड [, 
का रूपान्तरण भी समीकरण (3 ) के अनुसार ही होता है। अतः वह भी विस्थापन 
क्षेत्र ही है । 

2) नीचे के संकेतांकों (/४*, /*) की अपेक्षा समीकरण (3) के संमितिकरण 

0़ा०एंयंए8 ) से या प्रति-संमितिकरण (४7४-8५776ए27॥९ ) से दो 
समीकरण प्राप्त हो जाते हैं-- ' 


3 न 8 कक 8</ 08% | 
४॥ 5३( + ४) [5-२५ 


श्र्च्ाः मर पा ह अधक- जे. ऑषाारक 





हु ( ग हे | ४ हक 0 व 0 2 ड़ 
[! के ६ कि ! ँक ) टप 0: कक 22 2 जा [ः है 
(&/ | 0 0 6) वन मम 


का 


र्द्ई 


. अतः [६ के दोनों संमित तथा प्रति-संमित अवयवों का रूपान्तरण स्वतंत्र रूप से 
अर्थात्‌ बिना मिश्रण के हो जाता है। इसलिए रूपान्तरण के दृष्टिकोण से ये 

. राशियाँ एक दूसरी से स्वतंत्र मालूम होती हैं। द्वितीय समीकरण से प्रगठ होता 
: कि [&/ का रूपान्तरण भी टेन्सर ही की तरह होता है। अतः रूपान्तरण की दृष्टि 
छ 
से इन दोनों अवयवों को जोड़कर 
देता है। 


7र एक राशि बनाना पहिले अस्वाभाविक' दिखाई 





ब्क 





यु ९४00: 292: 22722: 
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१३८ ... आपेक्षिकता का अभिप्राय 


(3) दूसरी ओर, पारिभाषिक समीकरण (2) में [? के नीचेवाले संकेतों के 
काये बिलकुल भिन्न-भिन्न हैं। इसलिये [? पर नीचेवाले संकेतांकों के सम्बन्ध में 
संमिति का प्रतिबंध छूग्ाने के लिए बाध्य करनेवाला कोई भी कारण नहीं है। फिर 
भी यदि एसा प्रतिबंध लूगा दिया जाय तो हमें शुद्ध गुरुत्वीय क्षेत्र का सिद्धान्त 
प्राप्त हो जाता है। किन्तु यदि [7 पर यह संमिति सम्बन्धी प्रतिबंध न लगाया जाय 
तो हमें गुरुत्व का ऐसा व्यापकीकृत नियम श्राप्त हो जाता है जो मुझे यथार्थत: 
प्राकृतिक जान पड़ता है। 





वक्ता का टेन्‍्सर 
व एपफए४प्रा8 76७६0०४07 
यद्यपि स्वयं [क्षेत्र में टेन्सर के लक्षण विद्यमान नहीं हैं तथापि उसमें किसी 
है अन्य टेन्सर का अस्तित्व गर्भित है। इस टन्‍्सर को प्राप्त करने की सबसे आसान 
विधि यह है कि समीकरण (2) के अनुसार सदिश 8! को किसी पृष्ठ के किसी 
। अनन्त सुक्ष्म द्विविमितीय अवयव की परिधि के मार्ग से विस्थापित करने से पूरे 
एक चक्कर में होनेवाले परिवर्तन का परिकलन कर लिया जाय । इस परिवर्तन में 
सदिश के लक्षण विद्यमान होंगे । 
मान लीजिए कि ४ किसी अचल बिन्दु के निर्देशांक हैं और »/ उसी परिधि 
के किसी अन्य बिन्दु के निर्देशांक हैं। तब ६-०४ 








४४ परिधि के समस्त 
५ 


बिन्दुओं के लिए स्वल्प होगा और उसका उपयोग पारिमाणिक कोटि के निर्धारण 
के लिए किया जा सकता है। । क्‍ 


] 


तब जिस अनुकल (8 4४ का परिकलन करना है उसे अधिक स्पष्ट संकेतन 


हि 


. में यों लिखा जा सकता है 
हा 0 


अनुकल्य (770887%70 ) में राशियों के नीचे रेखा खींचने से यह व्यक्त होता है कि 
वे राशियाँ परिधि के ऋ्रमागत विन्दुओं पर छी गयी हैँ (न कि आदि विन्दु ६/--० 
पर के. 2 शो क्‍ 

पहिले तो हम परिधि के किसी मान चाहे विन्दुट६/ पर / के मान का निम्नतम 
सन्निकटन तक परिकलन करेंगे। इस निम्नतम सच्चिकटन को प्राप्त करने के लिए 




















परिशिष्ट २ द १३९ 








अनकलन असंवृत पथ (0०[?०१ [28 ४3) पर किया जाता है और उसमें 


७ के स्थान में अनुकलन के आदि विन्दु (#-००) वाले मान [/,, तथा /४ का 
उपयोग किया जाता है। तब अनुकलन से यह मिलता है-- 
है [*, 25 ह पैक्ष 5 है -- [, है 


शक 


गयी है वे & की द्वितीय अथवा उच्चतर कोटियों 








द इसमें जिन पदों की उपेक्षा 


के है । 
उतने ही सब्चिकटन तक यह भी तुरन्त प्राप्त हो जाता है--- 


्क 
रा ई इम#॥59 ३ [ य ह। । फषक ॥। लक है ऐ ; !' 
बा है, उप कि 


है तलाक हम ॥फकील्‍एनेकिरार 





कै गे 


इन व्यंजकों को उपर्युक्त अनुकल में निविष्ट करने से और संकलन के संकेतांक 
: उपयुक्त निर्वाचन से पहिले तो यह मिलता है-- 
| हर $ ) (0४ ““ [५ ४६ ) व्‌ 
. जिसमें £ के अतिरिवत अन्य समस्त राशियों के आदि विन्दुवाले मान ही प्रयुक्त 
हुए हैं। तब इसका मान हो जायगा 

क्‍ -ः / 0७ 9 ते -- [7 85 


/48 ्‌ 





5 व + (१, रु हैं। 46४ 





४५३ ॥, ( ५ 


... इसमें अनुकलन पूरी संबृत परिधि के छिए करना होगा । (£)* का अनुपाती पद 
छोड़ दिया गया है क्योंकि वह उच्चतर कोटि का है। पहिले पद का तो' लोप हो 
 जायगा क्‍योंकि उसका । दोष दो पदों के सम्मेलन से प्राप्त होगा 


हक 


हि 








| 





ऋाड, 


उस परिधि पर विस्थापन करने से सदिश /४ में जो परिवर्तन (६ ४४ होता है वह 


यही है। अब 


। 


ः ;. धर कष्काफलय.. आवनिधाकर, 
कै इफ्मका 








अतः यह अनुकल / तथा 4 और इसमें टेन्सर 








भी विद्यमान हैं, इसे हम संकेत 





) ऋक 





.] 











जी 32/80%/7/ कक 


2 22/टलिक कहर 7200 
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१४० आपेक्षिकता का अभिप्राय 

टेन्सर होता तब तो ७४ के सदिद होने का यह अर्थ होता कि एक' को छोड़कर 
पिछले सूत्र में कोष्ठक-गत व्यंजक भी टेन्सर है। किन्तु प्रस्तुत परिस्थिति में कोष्ठक- 
गत व्यंजक में टेन्सरत्व का अनुमान ४ तथा ६ की अपेक्षा प्रति-संमित करने पर ही हो 


सकता है। यही वक्रता टेन्सर 7२*,,, है-- 


| | ; 
(38 ह््ल्द (५ ७» छा [७ ! [५ [;,, का [रे [| ६०० 8०० 4. 

इसके द्वारा समस्त संकेतांकों के स्थान नियत हो जाते हैं । 7 तथा # की अपेक्षा 

आकुंचन करने से आकुंचित वक्रता-टेन्सर ॥२ प्राप्त हो जाता है: 


< 4 5 ॥4 
९५७ उ++ 87 ० [९ ६ पर [; [,( अं [ रथ [, *०५ *०० (44 


> +- रूपान्तरण 
( 46 ३ ++ प्रथा ई0774007 


रु 


इस वक्ता में एक गुण ऐसा है जो आगे चलकर महत्वपूर्ण प्रमाणित होगा । 


निम्नलिखित किसी विस्थापन-क्षेत्र [! के लिए हम एक नवीन [?* की परिभाषा 
सूत्र के द्वारा दे सकते ह-- 


[४ हक ओह गे 
7४... 8४... 7 )६ बे ० 


जहाँ » निर्देशांकों का कोई भी मनमाना फलन है और 5७० क्रोनेकर टेंसर 
| 


(ए7काव्ट॑प्था (था5०) है (-रूपान्तरण')। यदि [?* के स्थान में 5 


का दक्षिण पक्ष लिखकर 7२ ६/,, ([?*) का निर्माण करें तो » लुप्त हो जायगा। 


अतः » -रूपान्तरण में वक्रता निरचर होती है 
सिद्धान्त में [? केवल वक्रता-टेन्सर ही में विद्यमान 


४० (०-7७, () 
द न 2० (6 
बस, 8०) 


टै-निरचरता )। फलत:ः जिस 
, “उससे [-दक्षेत्र पूर्णतः: तो नहीं 














निदश्चरता का प्रतिबंध 


छटापए 0६ पुहशाक 005४४ भानिरतजा:( 
उत्पन्न हो जा 


है" 









अर्सो 


असॉमत क्षेत्रों 








हो 


[| विस्थापलक्षेत्र 





3 ; म 


से केवल आपेक्षिकता के 
का हम एक उदाहरण प्रर 


पर 


सी 


.. यदि इसे ुन्य के बराबर मान 
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शा मे 


भी प्रतिचर टेन्सर को हम >' 0:४3 के रूप में व्यक्त कर सकते हैं तो बिना कठिनाई 
; / (/) (#) | 


के यह प्रमाणित हो सकता है कि उपर्युक्त व्यंजक में टेन्सर के लक्षण तभी प्रगट होंगे 
जब & तथा के क्षेत्र संमित न रहें । छा क्‍ 


किन्तु इन क्षेत्रों के संभित होने पर भी, यदि अंतिम पद [रए्ज, में !, £ का विनिमय 


कर दिया जाय' अर्थात्‌ यदि उसके स्थान में [| लिख दिया जाय तो टेन्सर-लक्षण 


लुप्त नहीं होता। इसका कारण यह है कि £/ ([। -- [६ ) टेन्सर होता है। 


अन्य प्रकार को रचनाएँ भी ऐसी संभव हैं कि जिनमें टेन्सर-लक्षण सुरक्षित रहता है 
और जिन्हें हम असंमित क्षेत्र के लिए उपर्यक्त व्यंजक के ही विस्तारण समझ सकते 
हँ। किन्तु वे इतने सरल नहीं हैं। फलत:ः यद्ि उपर्युक्त व्यंजक को शन्य के बराबर रखने 
से, £ और [ में जो अनुबंध प्राप्त होता है उसे असंमित क्षेत्र के लिए विस्तारित करना. 
अभीष्ट हो तो ऐसा मालूम होता है कि इस कार्य में एक अनिद्चित निर्वाचन भी 
निहित है । क्‍ ५ 2 4 

किन्तु उपर्युक्त रचना में एक गुण ऐसा है जो इसे अन्य संभव रचनाओं से पृथक... 





कर देता है। यदि इसमें ४, के स्थान में £,, तथा [९ के स्थान में [7 एक हो. 


5 





साथ रख दिये जायेँ और तब संकेतांक 7 और /€ का अन्योन्य प्रतिस्थापन कर दिया जाय 

तो यह रचना अपना मूल रूप पुनः प्राप्त कर लेती है अर्थात्‌ यह रचना ४, / की अपेक्षा 
“विनिमय-संमित” है। इस व्यंजक को शून्य के बराबर रखने से जो समीकरण बनता 
«है वह “विनिमय निरचर” है। यदि £ और [? संमित हों तब तो यह प्रतिबंध... 
स्वभावतः ही सन्तुष्ट हो जायगा। क्षेत्रीय राशियां संभित होनी चाहिए इस प्रतिबंध. 

का यह एक व्यापकीकरण है। हर 

अब हम असंमित क्षेत्र-समीकरणों के विषय में यह संकल्पना (ठ#वपाव७). 

रंगे कि वे विनिमय--निश्चर” होते हैं। मेरे विचार में भौतिक दृष्टि से इस परि- 

कल्पना का वही अथ है जो इस प्रतिबंध का है कि भौतिकीय नियमों में धन तथा ऋण 

विद्युत्‌ संमित रूप से निविष्ट होने चाहिए। . 


(4०) पर नज़र डालते ही यह प्रगट हो जायगा कि टेन्सर [२ ६ पूर्णत: विनियम-- 
संमित नहीं है क्योंकि, £ के विनिमय से वह रे ६ में रूपान्तरित हो जाता है। धो 




















ष्च्ै 




















श्ब्ड... आपेक्षिकता का अभिप्राय 


ए के लिए रूपान्तरण---नियम 


दल यदि (74) की सहायता से (3) तथा (34) में द [? की जगह [7 का उपयोग 
-... किया जाय तो 


एँ गा 805:* 82८ 826 पा हि 02 * 856 





752 गण अरन«->ग>भ«ण०>गन-न-न... कु 32नननलणननमन्‍बकक... 0 क < रलेलननन्‍मभ+ 


802४. 84&/* 82८6% ४ 026... 8578 566% 
[* 82८ 805 | 

7 8# 055 85%“ 02८7* 
यहां भी ध्यान रखना चाहिए कि यद्यपि दोनों निर्देशांक-तंत्रों के संकेतों के लिए 
एक-से अक्षरों का उपयोग किया गया है फिर भी वे 7 से 4 तक के मान स्वतंत्र रूप से ग्रहण 
करते हैं। इस सूत्र के विषय में यह भी विचारणीय है कि अंतिम पद के कारण यह 7 
और # की अपेक्षा विनिमय-संमित नहीं है। यदि यह प्रमाणित कर दिया जाय' कि यह 
जपान्तरण एक विनिमय-संमित निर्देशांक-रूपान्तरण तथा एक ),--रूपान्तरण का 
' सम्मेलन समझा जा सकता है तो इस विचित्र परिस्थिति का कारण स्पष्ट हो जाता 

है। इस उद्देश्य से पहिले तो हम अंतिम पद को निम्न-लिखित रूप में व्यक्त करेंगे --- 











ही पु का है| &| ) 











सी रा न 
ह पुक्ष  इक्पद्धओ । # इद्धा " $७माक् 

हा डा 02% 8225 रा 95% 87:05 75व 
मे 06. 02060 :८# ध्कि 95% 7220 %, 7 ॒ 


इन दो पदों में से प्रथम विनिमय-संमित है। उसे (70) के दक्षिण पक्ष के प्रथम 


आर | मेड ह 
दो पदों से मिलाने पर एक व्यंजक ९, प्राप्त हो जाता है। अब विचार करिए कि 
यदि रूपान्तरण 
रॉ [ 
७५% "5 
. के बाद )9--रूपान्तरण 
! ॥ मेंद मेंद 
कर दिया जाय तो क्या परिणाम होगा। रूपान्तरणों के इस सम्मेलन से प्राप्त 


ह / (नर ्‌ 8 ह द 
छ,ु ला ८ 3 (3; 32% का श्क 2 ,% 
| हा 
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इसका अर्थ यह है कि (70) को भी हम ऐसा ही सम्मेलन समझ 


हो जायगा । इस 
द्वित॑ * न 
ऊग यदि (70 4) के द्वितीय पद को भी 84, 2७ - 0५, >»॥६॥ के सदृश 


हर सकगे 
हुप दिया जा सके । और इसके 
. है जिससे 





लिए ऐसे » का अस्तित्व प्रमाणित कर देना ही काफ़ी: 


8 ४५४ 
" ध्म्ल कै | 


कष्आदमकूब्ब है 2 फ |ाओ हि 





उन णजकन&स/ो 


89. शक 8.0/* 





हो जाय । 





उत्कम रूपान्तरण [फश्लइए ऐश णिएबांणा) के: 








गुणांक >एद्र के द्वारा व्यक्त करना होगा। एक 








0 टी 
। दल ॥/ 22 हम 3] औ 
... और दूसरी ओर 











कक के ऊ थ ही] 














१४६ क्‍ 
. (०) और (5) का परिणाम यह है कि 
.. 8४ _ 09०80 
02४ 02४ 
क्‍ 3, हर क्‍ 


आवेक्षिकता का अभिप्राय 


इस अनुबंध के कारण (77) का वामपक्ष इस प्रकार लिखा जा सकता 





7 7 [082 _0४_ 
२. च ६ 856 / , ॥% 
0 85४४ ॒ ४ 


इसका अर्थ यह है कि 











0 0 


3० लीला सका, 


2 


६ >7न्‍न्क 











» >> है 408 9 8.० 
के द्वारा (77) सनन्‍्तुष्ट हो जाता है। अतः यह प्रमाणित हो जाता है कि रूपान्तरण 
70) को हम विनिमय-संभित रूपान्तरण 
१: 02%... 6 0४४ 8: द | 
९ 8४ ४ 8.४/* 8:८४ 85% 8207% 
कि कट 2... $ 
| ५ हि कप दम, मी कर ) 
025 9४ 0 कटपिक 802८* 





का और एक >-रूपान्तरण का सम्मेलन' समझ सकते हैें। अतः (709 ) के स्थान में 
(705 ) ही (7 का रूपान्तरण-सूत्र समझा जा सकता है। (-द्षेत्र के जिस रूपान्तरण 
में केवल निरूपण का रूप मात्र ही परिवर्तित होता हो उसे हम (70०9) के अनुसार 
निर्देशांक-रूपान्तरण तथा एक >-रूपान्तरण के सम्मेलन के द्वारा व्यक्त कर सकते हैं। 


विचरण-नियम्र तथा क्षेत्र-समीकरण 
एक्राबागाओं शाला 2०५ सिट१-25 90075 


किसी विचरण-नियम के द्वारा क्षेत्र-समीकरणों की व्युत्पत्ति से लाभ यह है कि 
इस प्रकार प्राप्त समीकरणों का सांगत्य (००0777०7 ०४0५) निश्चित हो जाता है. 
और व्यापक सहचरत्व से सम्बद्ध सर्वसमिका (बियांची--"ओं॥7८४ सर्वेसमिका ) तथा. 
संरक्षण नियम (०075०:एथ४०० [9७78) . सुव्यवस्थित ($५5:७77400०) रूप में 
प्राप्तहो जाते हैं।. हि 

जिस अनुकल को विचरित करना हो उसमें आद्वश्यक है कि अनुकल्प एक 
अदिष्ट घनत्व हो । हम 7९, श अथवा $; से ऐसे घलत्व का निर्माण करेंगे । इसके 





५ 








| 
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लिए सरलतम प्रक्रिया यह है कि [! या ए के अतिरिक्त एक ऐसा सहचर टन्‍्सर घनत्व 
. 6४ भी निविष्ट कर दिया जाय जिसका भार (ज्रथं80) + हो और और यह 
. लिख दिया जाय कि आओ 

छलछ- ७5४ २५ (७७४६ 5७) ... पक. 788 2) 


तब (४ के लिए रूपान्तरण-नियम होना चाहिए 


2 2८९ # 
की आय 0 2 8 ०5, हो 
85४. 0 १८ 8:5४ 
यहां भी एक से संकेताक्षरों का उपयोग होने पर भी विभिन्न निर्देशांक-तंत्रों 
के संकेतांकों को एक दूसरे से स्वतंत्र समझना चाहिए। तब वस्तुतः हम देखेंगे कि 


8:5८%* 0.:४% (7 ॥ मल ! 05४४ 0 ््यर ८ 0 कि ५ पा 
२-०->+ककसककतकानान-"ाक. फिनकनन 0 हनन क+ जा मत १५ था ४ 
85% 8:5४ 85 | पे 


कक /तभी७ककन्‍कलना०. जकबा& विसकन« डर 


8४. 85४ 8::* 


द | सब्धय * « 


हि 


अर्थात्‌ यह अनुकल रूपान्तरण-निश्चर है। इसके अतिरिक्त यह अनुकल 2-रूपान्तरण' 
(5) या (9) की अपेक्षा भी निश्चर है क्योंकि [? अथवा ए के द्वारा व्यक्त 7९, और 
फलतः: नर भी »-रूपान्तरण की अपेक्षा निरचर हैं। इससे यह निष्कर्ष निकलता है 


कि छि यू के विचरण से जो समीकरण प्राप्त किये जायेंगे वे भी निर्देशांक-रूपान्तरण 
तथा »-रूपान्तरण की अपेक्षा सहचर होंगे । द 


किन्तु हम यह संकल्पना करेंगे कि ये क्षेत्र समीकरण 0, [? अथवा 0,ए7 इन दोनों 
क्षेत्रों की अपेक्षा विनिमय-निरचर भी होने चाहिए। यदि 77 विनिमय-निद्चर हो तो 
ऐसा होना निश्चित है। हम देख चुके हैं कि (7 के द्वारा व्यक्त करने से तो २,६ विनिमय- 
निशचर होता है, किन्तु [? के द्वारा व्यक्त करने से नहीं होता । फलत: ।+ के विनिमय- 
निश्चर होने के लिए आवश्यक है कि क्षेत्रीयचरों के रूप में ७४ के अतिरिक्त हम 
केवक (7 का ही निवेषण करें, किन्तु [! का नहीं । ऐसी दशा में यह बात प्रारम्भ से ही. 
निश्चित हो जायगी कि क्षेत्रीय चरों के विचरण के ढारा | पर य से जो क्षेत्रसमीकरण _ 
प्राप्त होंगे वे विनिमय-निर्च७ होंगे। द की पा 2 


है. । 














श्ब्८. ... आपेक्षिकता का अभिप्राय 


6 तथा (7 की अपेक्षा [7 के परिणमन से [समीकरण (72) तथा (8) ] हम यह 
प्राप्त करेगे द 
0न -- $,६0 (०४६ -- ही 0, +- ( (जा: 0१५ 


१5 


जहां. % चञए,- एक ०४ प के ० ए; 


९ 5 हि । “।. पि4 
॥- 6*/+ 5/( एए -ह०६, »| 


न ० (एई-डए थे 


जज -++ 


क्षेत्रसमीकरण 
( ॥76 संट6 80ुप्थ०075 


हमारा विचरण-नियम है 


*([ पक) न्त0 रे पर कर 75) 


इसमें 0/ तथा (7, का विचरण स्वतंत्र-रूप से होगा और अनुकल-परास की 


सीमाओं पर इनके विचरण शून्य हो जाते हैं। इस विचरण (एथ7४४०7) से पहिले 
तो यह प्राप्त होता है कि द 


04 ग्‌ +-० 


इसमें यदि (74) में दिया हुआ व्यंजक प्रतिस्थापित कर दिया जाय तो ० के 
व्यंजक के अंतिम पद से अनुकल में कुछ भी वृद्धि नहीं होती क्योंकि अनुकलन-सीमा 
पर 380, --० हो जाता है। अतः क्षेत्रसमीकरण इस रूप में प्राप्त हो जायेंगे-- 


5,/ मस्््ल 0 कक कक कक कर क््क कथा ओर 764 


का न्स्् 0 पु अर | ०७% ०+% #०क # ० 769 


जैसा कि विचरण-नियम के निर्वाचन से स्पष्ट है, ये समीकरण निरदंशांक-रूपान्तरण 
तथा »-रूपान्तरण के लिए भी निशुचर हैं और विनिमय-निश्चर भी हूं । 
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सर्वे-समिकाएं 
( [67000025 


प्षेत्रसमीकरण एक-दूसरे से स्वतंत्र नहीं हैं। इनमें 4-7 सववे समिकाएँ विद्यमान 





। बा इनके वाम-पक्षों के बीच में 447 समीकरण ऐसे हैं जो सन्तुष्ट होते ही 
हैँ चाहे क्षेत्रसमीकरणों को (9-0 क्षेत्र सन्तुष्ट करे या न करे। 

परत निर्देशांक-रूपान्तरण तथा 9-रूपान्तरण में निश्चर रहता है इस तथ्य 
के द्वारा एक सुपरिचित विधि से ये सर्वसमिकाएँ प्राप्त हो सकती हैं । 

। की निशचरता से यह नतीजा निकलता है कि यदि अनन्त सूक्ष्म निर्देशांक 


रुपान्तरण अथवा अनन्त सूक्ष्म &»-रूपान्तरण के कारण उत्पन्न विचरण 380 तथा ४0 


हे 


। है न का विचरण सर्वे-सम रूप से 





को 3 के व्यंजक में निविष्ट कर दिया जाय तो 


शत्य हो जाता है। 
अनन्त सूक्ष्म निर्देशांक-रूपान्तरण उसे कहते हूँ जिसमें 
श्र ४ च रा द 8 का र् न के क्र क्र के का ह। 7) 


0 ७॥8, 
५५७७० 
हे 









हो तथा £ कोई मनमाना अनन्त सूक्ष्म सदिश हो। अब हमें समीकरण (73) और 
60) की सहायता है 80 तथा 800६६ को ह के द्वारा व्यक्त करना है। 


कु 


। रत 8 टफक धान मम ४५; तथा । 
77) के कारण हमें क के स्थान में 8: -- ६०७ तथा ७४ -- ६५ के स्थान में 


४० ३ तक से लवेजतर आर हक 
कु डिखना पड़ेगा और & के प्रथम से उच्चतर कोटि के समस्त पदों को छोड़, देना 
पड़ेगा। इस प्रकार हमें ये समीकरण प्राप्त हो जायेंगे -- 


386/ (८(४४--(४0 ७४ (4 ७४ ६ का “(6 हू + [-- 0: 4, ..(732 


एज पे 
0४,७८5 ०७० :%/ 








(४ ४ []/ [ रा का 
(६५ ई- ऐं५ ६५7 ९४ #& 7 $॥#7 
| -- ५६ , /&] »०+ ५0० 
यहाँ निम्नलिखित बातों का ध्यान रखना आवश्यक है। इन रूपान्तरण-सृत्रों 
से सांतत्यक (००॥४ए०५7॥) के उसी बिन्दु पर क्षेत्र-चरों के नये मान प्राप्त होते हैं। 
उपरयक्त परिकलन में पहिले तो १४४ तथा 8 (६ के ऐसे व्यंजक प्राप्त होते है 
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जिनमें कोष्ठक-गत पद नहीं रहते । किन्तु दूसरी ओर विचरण-परिकलन में 80 
तथा ०»(7;८ उन विचरणों को व्यक्त करते हैं जिनमें निर्देशांकों के मान स्थिर रहते 
हैं। इन्हें प्राप्त करने के लिए कोष्ठक-गत पदों को जोड़ना पड़ता है। 


३३ 


अब यदि (4 ) में ये 'रूपान्तरण-विचरण (ए४0४णफरक्षांण एथ्टां4स005)” 


शा 


80 तथा ०(7 निविष्ट कर दिये जाये तो | 6 गा का विचरण सर्व-समतः शब्य हो 


५४ 


सा 


जाता है। इसके अतिरिक्त यदि ६ ऐसे चुन लिये जायें कि अनुकलन-परास की 
सीमाओं पर वे तथा उनके प्रथम अवकलन लुप्त हो जायें तो (74) में अन्तिम पद कुछ 
भी अंशदान नहीं करता। इसलिए अनुकलन 5 


सर्व-समतः शून्य हो जायगा यदि 807 और ०»(7, के स्थान में व्यंजक (739) 

तथा (70८) प्रति स्थापित कर दिये जायें। और चूंकि यह अनुकल तथा ह£ उसके. 
अवकलजों पर रखिक तथा समघाती रूप से अवलरूम्बित होता है, इसलिए बारंबार 
खंडशः अनुकलन (77०27270०॥ 997 72705) करने से हम उसे यह रूप दे सकते हैं -- 


|फ छत 


जहां एए; ऐसा ज्ञात फलन है जो 5/#सापेक्ष प्रथमकोटि का तथा /४- सापेक्ष 


'द्वितीय कोटि का है। इससे सर्वेसमिका 

द एए। 55 0० ह:%5% «3५2८ ०४०२ «५४६ (86 
ले प्राप्त हो जाती है। क्षेत्र-समीकरणों के वाम-पक्षों (5७ तथा ,४* ) के लिए ये 
सर्वसमिकाएँ चार हैं जो बियांची सर्वतमिकाओं की अनुरूपी हैँ । पूर्व-निश्चित परिभाषा 


के अनूसार ये स्व-समिकाएँ तृतीय कोटि की है । द » 


अनन्त-सूक्ष्म 9-रूपान्तरण की अपेक्षा अनुकल | 'सधग की निशचरता के. 
अनुरूप एक पांचवीं सवेसमिका और भी है। इसके लिए हमें (74) में 


0076-- ० तथा ०६ 558 ),#/- ०» 2.५ 


हर . | + | | कुक 





परिशिष्टठ २... १५१ 





रखना पड़ेगा जिसमें » अनन्त सूक्ष्म भी है और अनुकलन-परास की सीमाओं पर शून्य 
भी हो जाता है। तब पहिले तो 


$+ ( 0; 2,&- »+ ) धर +० को 
हो जायगा और खंडद: अनुकलन के बाद द 
६ | 6४, २ था ८० 
प्राप्त होगा । (सामान्यत (१४ ,« ३ ( /९- /४४ ) होता है। ) 
इससे अभीष्ट स्वंसमिका बह प्राप्त होती 
/30,/चच5० शक कक किक हर (79) 


. हमारी परिभाषा के अनुसार यह सर्व-समिका द्वितीय कोटि की, है। (74) से. 
सीधे परिकलन के द्वारा हम देखेंगे कि 


ि व्क् ७९, धर अर बे श (799) 
यदि क्षेत्र समीकरण (769 ) सन्तुष्ट होता हो तो हम देखेंगे कि 
57 नह ते ६. कर ४ हर » (76८) 


5 


भौतिक निर्वेचन सम्बन्धी टिप्पणी--विद्युत-चुम्बकीय क्षेत्र सम्बंधी मैक्सवैल के 
सिद्धान्त के साथ तुलना करने से ऐसा अनुमान किया जा सकता है कि (6८) से 
चम्बकीय धारा-घनत्व (८पा7०८०४ वंध्ाआं८ए) का लुप्त होना प्रगट होता है। 
यदि यह स्वीकार कर लिया जाय' तो यह स्पष्ट हो जायगा कि विद्यतू-धारा के घनत्व 
को व्यक्त करनेवाला व्यंजक कौन-सा होगा। टेन्सर-घनत्व (७४ के साथ टेल्सर &* 
का सम्बंध 


5 महा का लक ०) 


लिखकर स्थापित किया जा सकता है जहां सहचर टन्सर 6 और प्रतिचर टन्सर का 
सम्बंध व्यक्त करनेवाला समीकदुण है 


ह ६ ५ " हे े ' । 6 | ही कह 
कफ जल 05 --- 8 आ  आ ) 
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इन दोनों समीकरणों से हम यह प्राप्त करेंगे--- 
# व (20 (-- |» | ) £ 

. और तब समीकरण (27) से £॥ प्राप्त हो जायगा। तब हम यह मान सकेंगे कि 


काश ) की हा8॥ नी €0॥ नी €॥,8 *** *** 22) 
हि णए ए 
अथवा यह कि ०*-+ हूं ४४१ 4॥0 332 0867 928 


धारा-घनत्व को व्यक्त करता है जहां »”४” लेवी-सिविटा (7,८४-(४ए9) का 
टेन्सर-घनत्व है जिसके अवयव --7 हैं और जो समस्त संकेतांकों के लिए प्रति 
संमित है। इस राशि का अपसरण (9ए८:४०7०८८) सर्वंसमत:ः शून्य हो जाता है। 


समीक रण-संघ (76 ८) तथा (76 8) की प्रबलता (57८7807 
गुणांकों को गिनने की जो विधि ऊपर बतायी गयी है उसका उपयोग करते समय 
यह स्मरण रखना चाहिए कि (9) के अनुरूप >-रूपान्तरण के द्वारा किसी दियेहुएए . 
से जो (7* प्राप्त किये जाते हैं वे भी वास्तव में उसी (7-क्षेत्र को निरूपित करते हूँ। ल्‍ 





इस तथ्य से यह परिणाम निकलता है कि (॥, के प्रसार के #-वें वर्ण के गुणांकों में ३ 


के #-वें वर्ण के (£) अवकलज भी विद्यमान रहते हैं और जो (क्षेत्र वस्तुतः भिन्न 
होते हैं उनके विभेदन में » के किसी भी चुनाव का कोई प्रभाव नहीं पड़ता । इसलिए 
फ्षेत्र के प्रसार के प्रयोजनीय गुणांकों की संख्या में ($) की कमी हो जाती है। 


अतः उस गणन-विधि के अनुसार #-वें वर्ण के गुणांकों की संख्या हो जाती है 


2- [7५१+५ (,(,) - + (,/.)-()|] 
कु 76(,7,)+ 64 (५-४) +[4 (, 3) का (५-०) 50%, 


प्रथम कोष्ठक तो ७-ए-द्षेत्र को निर्धारित करने वाले #-वें वर्ण के प्रयोजनीय 
गुणांकों की सम्पूर्ण संख्या प्रगट करता है, द्वितीय कोष्ठक यह प्रगट करता है कि क्षेत्र- 
समीकरणों के अस्तित्व के कारण इस संख्या में कितनी कमी होती है और तृतीय 

. कोष्ठक उस संशोधन को प्रगठ करता है जो सर्व-समिका (78) तथा (79) के कारण 
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इस कमी में आवश्यक हो जाता है। यदि # बड़ा हो तो परिकलन के द्वारा प्रयोजनीय' 
गुणांकों की संख्या का अनन्तस्पर्शी मान हो जाता है 


2 (१) ्ब पक ४|:2 2280) 


! ॥/, 
जहां 2/5*42 है। अतः असंमित क्षेत्र के समीकरण शुद्ध गुरुत्वीय क्षेत्र के समीकरणों 
(2, 5 72) की तुलना में बहुत अधिक दुर्बल हैं । क्‍ 
समीकरण-संघ की प्रबलता पर >-निशचरत्व का प्रभाव 
इस सिद्धान्त में विनिमय-निश्चरता उत्पन्न करने के लिए यह प्रछोभन भी हो 
सकता है कि (को क्षेत्रीय चर के रूप में निविष्ट करने के स्थान में विनिमय- 
निशचर व्यंजक हे 
द प्र ल्‍ू ३. [58२ + (४ [१४ ) 
से प्रारम्भ किया जाय। तब जो सिद्धान्त प्राप्त होगा वह निश्चय ही ऊपर प्रति- 
पादित सिद्धान्त से भिन्न होगा। यह प्रमाणित किया जा सकता है कि इस 7 के लिए 
कोई भी »9-निरचरत्व विद्यमान नहीं है। और इससे भी हमें (76 ४) और (76 /) 
की ही तरह के समीकरण प्राप्त होंगे जो ७ तथा [? के सापेक्ष विनिमय-निश्चर होंगे। 
किन्तु उनमें केवल वे चार बियांची स्वंसमिकाएँ ही विद्यमान रहेंगी। अतः इस 
समीकरण-संघ पर उपयंक्‍त गणन-विधि का उपयोग किया जाय तो (23 ) के अनुरूपी 
सूत्र के प्रथम कोष्ठक का चतुर्थ पद तथा तृतीय कीष्ठक का द्वितीय पद अनुपस्थित 


रहेंगे। तब 
द 4, २40 


निकलेगा । अतः यह समीकरण-संघ हमारे चुने हुए समीकरण-संघ की तुलना में 
अधिक दुबंछ है और इसलिए त्याज्य है। द 
पुर्ववर्तो क्षेत्र-लसमीकरण-संघ से तुलना 
यह समीकरण-संघ है द 
[ न्न्0 है 7२;६. 55 ० 


है । ९॥॥-- 0 नै रिक्,॥२० 
९ , हर कि //2 $ 8 मे 49 
शाक्रा -2&र्श |] “8 ४१7९ ॒ ॥ मर 35 अरयक | 4 
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जहां २७ तो [! का (4 4) द्वारा परिभाषित फलन है, तथा ४-४ (॥२॥--]२६, 
है और 7२, 55३ (7२५ -१२६५) है। ः 


णए 


यह समीकरण संघ नये संघ (76 ८), (76 8) का पूर्णतः तुल्यरूपी है क्योंकि यह 


भी उसी अनुकल से विचरण द्वारा प्राप्त किया गया है। यह £४& तथा [?;, की 


अपेक्षा विनिमय-निश्चर है। किन्तु दोनों में अन्तर यह है--जिस अनुकल का विचरण 


कराया गया है, न तो वह स्वयं विनिमय-निरचर है और न वे समीकरण जो उसके 


विचरण से पहिले प्राप्त होते हैं। किन्तु वह 2-रूपान्तरण (5 ) की अपेक्षा निशचर 
है। इसमें विनिमय-निश्चरता उत्पन्न करने के लिए निम्नलिखित युक्ति का उपयोग 
करना पड़ता है। पहिले तो इसमें चार नये क्षेत्रीय चर »; निविष्ट किये जाते हैं और 
विचरण कराने के बाद वे इस प्रकार चुने जाते हैं कि निम्नलिखित समीकरण सन्तुष्ट 
हो जाय । द द 5 


. इस प्रकार [-सापेक्ष विचरण से प्राप्त समीकरण अभीष्ट विनिमय-निशचर रूप 
में आ जाते है। किन्तु अब भी १२,/-समीकरणों में सहायक (४फ979) चर 9; 
विद्यमान रहते हैं। किन्तु इनका निरसन किया जा सकता है और तब ऊपर लिखे 
अनुसार इन समीकरणों का विघटन हो जाता है और इस प्रकार जो समीकरण प्राप्त 
होते है वे ७ तथा [? की अपेक्षा विनिमय-निशचर होते हे। 
समीकरण [?;, 55 ० की संकल्पना में [?-क्षेत्र का सामान्यीकरण (77077779/54- 

| हर | 
४००) गर्भित है और इससे उस समीकरण-संघ में से 2-निरचरता का छोप 
हो जाता है। परिणामतः [?-दक्षेत्र के सभी तुल्य-रूपी निरूपण इस समीकरण-संघ 
के हल नहीं होते। इस प्रक्रिया की तुलना शुद्ध गुरुत्वीय क्षेत्र के समीकरणों के साथ कुछ 
मनमाने अतिरिक्त समीकरणों को जोड़ देने की प्रक्रिया के साथ की जा सकती है और 
इससे निर्देशांक निर्वाचन कुछ सीमित हो जाता है। इसके अतिरिक्त इस' विशिष्ट 
अवस्था में तो समीकरण संघ में व्यर्थ ही जटिलता भी आ जाती है। नवीन निरूपण 
में ७ तथा ए के सापेक्ष विनिमय-निश्चर विचरण-दियम से प्रारम्भ करने और 5 


शी 
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तथा (7 का उपयोग बराबर क्षेत्रीय चरों की तरह करने के कारण ये सब कठिनाइयां 
दूर हो जाती हैं। द 


अपसरण-नियम तथा संवंग और ऊर्जा के अविनाशित्व का नियम 


(6 7ए०८8०१०५ 499 बाते 8 (007लएक्कीणा श्िज़ 
॥०॥४०7४ए०० 27०१ 7०८४५) 


.. यदि क्षेत्रसमीकरण सनन्‍्तुष्ट हो जायें और यदि विचरण रूपान्तरण-विचरण हो 
तो (74) में केवल ७७ तथा (0 ही शून्य नहीं होते, किन्तु 8 भी शून्य हो जाता 
है। फलत: क्षेत्रसमीकरणों में निम्नलिखित समीकरण भी गर्भित होता है-- 


छह 
( 6४ ६ ७) न्‍न0 
7७ 


. जहां 80% समीकरण (70०) में व्यक्त राशि है । सदिश ह के किसी भी 
.. निर्वाचन के लिए यह अपसरण नियम सल्तुष्ट हो जायगा। सबसे सरल निर्वाचन में 
. क्ष॑ को & से स्वतंत्र मान लिया जा सकता है और इससे हमें ये चार समीकरण 


डे (> [5 ज 5 
[93 जा ( (5 | गा ) स्ल 


ि। 


थे समीकरण संवेग तथा ऊर्जा के अविनाशित्व के समीकरण समझे जा सकते हैं और 

इनका उसी तरह उपयोग भी किया जा सकता है। यह स्मरण रखना चाहिए कि ऐसे 

. अविनाशित्व के समीकरण क्षेत्र-समीकरणों के द्वारा कभी भी अनन्यतः निर्णीत नहीं हो _ 

सकते। यह बात भी रोचक है कि समीकरण बी 2 

___ (3४ 

(ंडड ७ 0७५, 

के अनुसार ऊर्जा-घारा (वःथा४् व्यपथा) हों 2 2, [$) तथा ऊर्जा-बनत्व 
(९०५ ९५४-१०7४४५ ) [£ शून्य हो जायेंगे यदि क्षेत्र & से स्वतंत्र हो। इससे यह 
_ नतीजा निकाला जा सकता है कि इस सिद्धान्त के अनुसार कोई भी विचित्रताहीन हे 

.. अप्रगामी ($:४४०07०:५ ) क्षेत्र"कभी भी शूच्येतर द्रव्यमान का निरूपण नहीं कर 


... सकता। 
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यदि क्षेत्र-समीकरणों के पहिले वाले रूप का उपयोग किया जाय तो' अविनाशित्व 
के नियमों का रूप तथा उनकी व्युत्यत्ति बहुत ही अधिक जटिल हो जाते हे। 


सामान्य टिप्पणियां 


(5८7८:४ऑ ॥२ 2१47:5 


2-- जिस सिद्धान्त का यहाँ प्रतिपादन किया गया है वह, मेरी राय में, समस्त 
संभव आपेक्षिकीय क्षेत्र-सिद्धान्तों में तके की दृष्टि से सरलतम है। किन्तु इसका यह 
अर्थ नहीं है कि प्रकृति का कार्य किसी जटिलतर सिद्धान्त के अनुसार होना संभव ही 
नहीं है। 

इससे अधिक जटिल क्षेत्र-सिद्धान्तों का प्रतिपादन अनेक बार किया जा चुका 
है। निम्नलिखित लक्षणों के अनुसार उनका वर्गीकरण हो सकता है--- 


(9) सांतत्यक की विमितियों की संख्या में वृद्धि। इस दशा में इस बात के 
स्पष्टीकरण की आवश्यकता होगी कि तब सांतत्यक चार विमितियों में 
ही सीमित क्‍यों दिखाई देता है। 


5) विस्थापन क्षेत्र तथा उसी से सम्बद्ध टेन्‍्सर-क्षेत्र €४ (अथवा (5४ 
के अतिरिक्त जन्य प्रकार के क्षेत्रों का (यथा सदिद क्षेत्र का) निवेषण । 


०) उच्चतर अवकलन के वर्ण के क्षेत्र-समीकरणों का निर्माण । ह 


मेरी राय में ऐसे जटिलतर सिद्धान्तों को और उनके सम्मिश्रणों को स्वीकार करने 
. का विचार उसी दशा में करना उचित हो सकता है जब इसके लिए कोई भौतिक तथा 
आनुभविक कारण विद्यमान हों । 


-3--अभी तक कोई भी क्षेत्र-सिद्धान्त केवल क्षेत्र-समीकरणों के ही द्वारा पूर्णतः 
निर्णीत नहीं हो सका है। क्‍या विचित्रताओं के अस्तित्व को स्वीकार करना उचित है ? 
क्या सीमान्त प्रतिबंधों की संकल्पना उचित है ? प्रथम प्रइन के सम्बंध में मेरा मत तो 
यह है कि उन्हें निश्चय ही त्याज्य समझना चाहिए। मुझे यह तर्क-संगत नहीं मालूम 
देता कि सांतत्यक-सिद्धान्त में ऐसे बिन्दुओं, रेखाओं आदि का उपयोग किया जाय जिनके 
लिए क्षेत्र-समीकरण सन्तुष्ट न होते हों। इसके अतिरिक्त विचित्रताओं के निवेषण 
का अथे है इन विचित्रताओं को निकटत: परिवेष्टित कुरनेवाले पृष्ठों पर ऐसे सीमान्त 
भ्रतिबंधों की संकल्पना करना जो क्षेत्र-समीकरणों के दृष्टिकोण से मनमाने हों। ऐसी... 





























परिशिष्ट २ द १५७ 


संकल्पना के बिना सिद्धान्त में बहुत ही अधिक अनिश्चितता बनी रहेगी । दूसरे प्रइन के 


सम्बंध में मेरा मत है कि सीमान्त प्रतिबंधों की संकल्पना अनिवार्य है। इसको में एक. 


क्के > चर ! जप 
सरल उदाहरण के द्वारा समझाऊंगा। $ 7८ >.. _ द्वारा व्यक्त होने वाले विभव 70- 


(६०72) की संकल्पना की तुलना इस वक्तव्य से हो सकती है कि द्रव्य-बिन्दुओं से 
बाहर के त्रिविमितीय प्रदेश में समीकरण /५ $--0 सन्तुष्ठ होता है। किन्तु यदि इसके 
साथ यह प्रतिबंध नहीं जोड़ दिया जाय कि अनन्ती पर # शून्य हो जाता है (अथवा 
परिमित बना रहता है) तो हमें ऐसे हल भी प्राप्त हो सकते हैं जो पूर्णतः » के फलन तो 


होते हैं | यथा 2|- $ ( 2४8 "ी “॥ ) | किन्तु जो अनन्ती पर अनन्त हो 
जाते हैं। ऐसे क्षेत्रों के निषेध के लिए किसी न किसी सीमान्‍्त प्रतिबंध की संकल्पना ._ 


. अनिवार्य है यदि क्षेत्र असंवृत अथवा असीमित हो । 


(क्या इस बात की कल्पना हो सकती है कि किसी क्षेत्र-सिद्धान्त के द्वारा हम 
वास्तविकता की पारमाणविक और बवान्टमीय संरचना को समझ सकें ? प्राय: प्रत्येक 
मनुष्य इस प्रश्न का उत्तर नकारात्मक ही देगा। किन्तु मेरा विश्वास है कि इस समय 


. इस विषय का विश्वसनीय ज्ञान किसी को भी नहीं है। इसका कारण यह है कि हम 


इस बात का निर्णय करने में असमर्थ हैं कि विचित्रताओं का निषेध हलों की बहुलता को 


किस प्रकार और किस हृदतक कम कर सकता है। हमारे पास इस समय विचित्रता- 


विहीन हल को व्यवस्थित रूप से प्राप्त करने का कोई भी साधन नहीं है। सब्चिकटन 
की विधियाँ किसी काम की नहीं हैं क्योंकि यह जानना संभव नहीं है कि किसी विशेष 


 सन्निकटन हल के लिए कोई विचित्रता -विहीन यथार्थ हल का अस्तित्व है या नहीं । 


इसी कारण से हम इस समय किसी भी अरैखिक क्षेत्र-सिद्धान्त की सामग्री की तुलना... 
अनुभव से नहीं कर सकते। केवल गणितीय क्रियाओं की उल्लेखनीय प्रगति से ही हमें _ 
इस समस्‍या में सहायता मिल सकती है। वर्तमान में तो बहुमत इसी मत के पक्ष में है... 
कि पहिले तो बहुत कुछ निश्चित नियमानुसार क्वान्टमीकरण (वृष्थापडए0).... 
करके क्षेत्र-सिद्धान्त को क्षेत्रीय-प्रायिकताओं ( 4८4-97०9०668) के सांख्यिकीय 
(४४5$४८०/) सिद्धान्त में परिणत करने की आवश्यकता है। मुझे तो इसमें वस्तुतः 
अरैखिक अनुबंधों को रैखिक विधि से व्यक्त करने ही का प्रयत्न दिखाई देता है। 


[)- इस बात के अनेक करण बताये जा सकते हैं कि वास्तविकता को सतत क्षेत्र 
के द्वारा निरूपित क्‍यों नहीं क्रिया जा सकता | ऐसा प्रतीत होता है कि क्वान्टममूछक 











६] 








श्प्ट .... आपेक्षिकता का अभिप्राय ु 


घटनाओं से निश्चित रूप से यह परिणाम निकाला जा सकता है कि परिमित ऊर्जावाडे 
परिमित तंत्र का पूर्ण विवरण कुछ संख्याओं (क्वान्टम-संख्याओं ) के परिमित समुदाय 
के द्वारा दिया जा सकता है। यह बात किसी भी सांतत्यक सिद्धान्त से संगत नहीं मालूम 
होती । अतः इससे वास्तविकता के विवरण के लिए किसी शुद्ध बीजीय 09८07३0 


सिद्धान्त को खोजने के प्रयत्न की प्रेरणा मिलती है। किन्तु अभी कोई भी नहीं जानता 
कि एसे सिद्धान्त के लिए आधार किस प्रकार प्राप्त किया जाय । 











आपेक्षिता की पारिमाषिक शब्दावली और अलुक्रम्णिका 
पारिभाषिक दब्दावली ह 
(अंग्रेजी-हिन्दी ) 


 ॥997०ए)१३४०7० संक्षेपण 
॥5०7:०००४ विपथन 

8७०0४ (£008४0०7०) परितः (घूर्णन) 
(5४७० निरपेक्ष; परम 

. 398778०० अमूर्ते 

- #०८८८०८०० त्वरण 

. &८०८ा४८ए यथार्थता 
#१कध्ृ०ठ योग; संकलन 

. 04 ॥0८ तदर्थ द 

8 0॥95400० स्थिरोष्म; रुद्धोष्म 
0 0]75४077670 समंजन 
८८१८० ईथर 

_#0फ८त अनुज्ञात; अनुमेय 
3790 20५७ सदृश; अनुरूप 
0०2 ए» 5 विश्लेषण 
0775007079 विषमदिक्ता 
3.20 5:67707 परतः; 
8.70797200$ उपकरण; साधन 
ै? फए07 पूर्वतः; अनुभवनिरपेक्षत 
0 077057720 सन्चिकट 
80:90%7ए मनमाना; स्वेच्छ 


#ै87070777८4/ ज्यौतिषीय, खगोलीय 


0$700077ए खगोल विज्ञान ज्योतिष 


| 
| 


0(६070 परमाणु 
॥ए८:४९० माध्य; औसत द ' 
#05077 स्वयंसिद्ध। स्वयतथ्य 
05७ अक्ष 
8/97८० (() प्रतितोलन करना 
8620 संकर; स्वरसंकर 
8०4 वस्तु; पिंड 
9:90०६०: कोष्ठक 
(५]८०७४४४०॥ परिकलन 
(23८परप$ कलन 
(५7६०्ंश्ा) ०००:47966$ कार्तीय 
निर्देशांक 
(6७४४० 5०47 खगोलीय पिड 
(८०४० केरद्र 
(2००८7 अपकेन्द्र 
(6०८४४०८४ अभिकेनद्र 
(०7९2० परिवर्तेन 
(9972० आवेश 
(507०6 निर्वाचन, चुनाव; वरण 
(ऋटा० वृत्त 
(5$अ८र्व चिर-प्रतिष्ठित 
26564 संवृत्त; निमीलित; बंद 
(0९२८९ गुणांक बा ह द ही 


























“१६० - 


(09८०7 सह गृणक 

(०7टंत०7०८ संपात 

( 0777990779770ए सांगत्य 

(-077977900708 संचय 

(.07777277०7४ परिपुरक 

(-077[76०>5 जटिल 

पृष्थाएए सम्मिश्र राशि 

(0777007 घटक; संघटक 

(.077/76596 संपीडय 

(,07८८४७८ धारणा; अवधारणा 

(0०॥%676४079 प्रतिबंध; शर्ते 

(076 शंकु 

(07882 प7०४८०० विन्यास; संस्थिति 
संरूपण 

(0०70779 संगत होना 

( .07087प7८7८८ सर्वाग समता 

(-07[ए०९०४८ संयुग्मी 

(९ 075९८7००7४०४ अविनाशिता ; संरक्षण 

(_07527००३४४८ संरक्षी 

(..079567॥४ संगत 

(-०75४०7९८ स्थिर; नियत; अचर 

7077० स्थिरांक; नियतांक 

(०7८८४ संस्पशों ; संपर्क 

५0०77 7प५7०% संतनन 

(-०770पां7ए सांतत्य । 

( 07077प00$ संतत 

(0०70 7०एप7 सांतत्यक 

५.०709८०४०४ आकुंचन 

(07074 एथय॥7४ प्रतिचर 

(०7775प्र/ंका अंशदान _ 








(07ए८४८ए विलोमत: 

(-00:0879/८$ निर्देशांक 

(०7००४०॥१ अनुबंधन 

(.०7०5००४०॥४ अनुरूप 

(0५768 कोज्या 

(-०भणं८ 79५५ अन्तरिक्ष किरणें 

(-०५7700897८० विश्व रचना संबंधी 

००7897५४ विश्व-रचनांक 

(.0०ए०7०५7॥४८ सहचर 

(7प७ पपड़ी, दृढ स्तर 

(-प०८०४ घनाकार 

(प्राःथ८ा धारा क्‍ 

(>पाए८०४ 2000707709088 चर निर्देशांक 

(प्राप्टा7697 वक्त; वक्रेखीय द 

(५८४८ चक्रीय; चाक्रिक 

(-ए76०% बेलन 

822079 दत्त; न्यास 

0८८०777०थंं०० विच्छेदन; विधटन 

72८07८८ निगमित करना; निगमन 

करना 

72667८7ए४ निगमनिक 

[7८००६४0०४ विक्षेप 

॥2660777970०7 विरूपण 

42627०८ घात 

0 9[0[770507790079 सन्निकटन 

की कोटि 

22777078779707 निदशेन 

[&0आं7ए घनत्व... 

क्‍2694कृप्र७०८ आश्रित; अवलम्बित; 
आधारित _ | 


रू 
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]0०797०707 व्युत्पत्ति 
[0&79977०८ व्युत्पन्न; अवकलज 
[72796 व्यत्पन्न करना 


]0668:777970 सारणिक ; डिटमिनेन्ट 


70०ए9707 विच'लन 
])9 27277 रेखाचित्र 
]0797720%& व्यास 
777%०70४०/ऑ अवकल 


[ककिवाएंदं (9८पाप्र$ अवकलछ कलून 





(-0<7८९४४ अवकल-गुणांक 
[7#&&709007 अवकलन 
[09७00 प्रसार 
[/०४०779 उभयापत्ति 
[छक्मभं ० विमिति 
[008007०:ए आविष्कार 
[089स्‍90०८77०7४ विस्थापन 
[078:87०० दूरी 
[08८४7 प्र८०00 वितरण 
[)9ए&72०7८४ (० 8 (५७०६) 
अपसरण 


क्‍27ए८:४८००८ (०0 79५8) अपबिन्दुता 


77077»7 परास; परिसीमा 
[7997 5६97 वामन तारा 
2974977708 गतिविज्ञान; गतिकी 


-फऋष्व्काप्पंतं८ए उत्केद्धता 


5766७ प्रभाव 


6८४०-वए72777०$ विद्युत्‌-गतिविज्ञान ; 


विद्युत्‌ू-गतिकी 


:7[6८८८०-77927760८ विद्युत्‌-चुमागकीय 


ए6छथा: अवयव; मूलांश  “ 
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(०6777८५/) तत्तव 
डल्काध्यांआाए मूल 
50777906 निरसन करना 
7095070 दीघेवृत्तज 
ल्‍5/0700००/ दी वृत्ताकार 
8775$209 उत्सर्जन 
॥7!|70० आनृभविक 
077एंटआ7 आनुभविकता 
777707ए रिक्त 

फक्राथ2ए ऊर्जा 

्राइए०कः इंजिनियर (अभियन्ता ) 
8705०77776 समष्टि 

00709 सत्ता 
9[780८770[072% ज्ञानशास्त्र 
04ए० सम; बराबर 
20८०४०० समीकरण 
एवपांए०ए४पाए सन्तुलून 
504ए्रएक०१८९८ तुल्यता 
ए4पांएथ०7१६ तुल्य; तुल्यरूपी 
फ्रतठा भूल; त्रुटि 
775807779/6 अनुमान; अन्‍न्दाज़ा 
एक ईथर 

एछरशला प्राषऑं०छः समघाती फलन 
एएथ7ा 777०7 सम संख्या 
5एथ॥ घटना 

559८0 यथातथ 

एजटआ2० विनिमय 
फरओीलाई स्पष्ट 

7577८8$ व्यक्त करना 
छ5797०४४०४ व्यंजक 
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2८0 तथ्य 
4८०7 गुणन खंड 
छाए कुल 
“---+०६ ८ए7ए०$ वक्र-कुल 
(॥[977९7६ तन्‍्तु 
ंएं/४ परिमित 
70777 रूप 
ए077790070 निर्माण; रचना 
7077एप्रॉ9 सूत्र 
70777प9/० रचना करना 
774877० 07॥०६८:०7८० निर्देश-तंत्र ; 
निर्देश-जाल 
77०77८७०07 ढाँचा; तंत्र; जाल 
[7#८तुप०7०८ए आवृत्ति 
'कय८४078 फलन 
लप्रावा7०7७/ मौलिक; मूल 
(5४7८४०४४ व्यापक 
(0७0८८०) :००४४ए7४ए व्यापक आपे- 
क्षिकता 
. (0८०९८८०॥५६३०४०० व्यापकीकरण 
(०८7८7०/5८०  व्यापकीकृत 
(०८००८४८ अल्पान्तरी 
(०८००८४८ अल्पान्तरीय 
(>८०776८7ए ज्यामिति; रेखागणित 
(७४७५४7:०८07 गुरुत्व; गृरुत्वाकर्षण 
(/2ए70५007/4 गुरुत्वीय 
_ सल्णा४४0० अनुसंधानात्मक 
परणी0छ खोखला 
्र०४7०2०7९००४५ (१) समांगी 
(२) समघाती 


-:८(४०००॥ समघात समीकरण - 

प्रए4:708ए7497725 द्रव्य-गति-विज्ञान; 
द्रव्य-गतिकी 

(97७४ 5प्रा/३८९ अतिपृष्ठ 

।ए7०४7८॥9$ परिकल्पना 

[6०2/ आदर 

[0०700८४स अभिन्न; सर्वसम 

[0०070 ८०५४ ८० पर सर्वेसमतः बरा- 
बर 

[0०0079 अभिन्न समझना 

[0०000ए सर्वेसमिका 

]779822 प्रतिबिब 

[77777०090० अव्यवहित 

[7८0766 नत; आनत 

[7८:९४०८४४ वृद्धि 

]0026770० अनिश्चित; अनिर्णीत 

[70९760 4८7 स्वतंत्र 

[94०5 (907०7) घातांक 

5पर>) संकेतांक 

[0070900% सूचना 

[0८779 अवस्थितित्व; जड़ता; जड़त्व 

[0८:४० अवस्थितित्वीय; जड़त्वीय 

[7777706 अनन्त द 

[07070 ८ 57747 अनन्त सुक्ष्म; अन- 
न्ततः सूक्ष्म 

[97777८9779/ अत्यल्प; अनन्ततः अल्प _ 





फिर जनंती 


[0976८00०४ (70०7६ ०--) नति-परि- 
ब्रृतंन-बिन्दु 
[05९22792० अवियोज्य 
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[08890097000 75 तात्कालिक; तात्क्ष- 


णिक 
]777970270० 
[76272 अनुकल 
८४८परप$ अनुकलू-कलन 
70777 7 पूर्णसंख्या; पूर्णाक 
[706274704 अनुकल्य 
[9/८2797० अनुकलन करना 
[0867909 तीब्रता 
]902:0०7972० व्यतिहार; विनिमय 
[7067ए०स अंतराल द 











अन्तराल 

०६ ४776 कालान्तराल 
[07977977 निरचर 
[07275 प्रतिलोम 
]77०:907 प्रतिकोमीकरण 
[9ए०४02०7०/ अनुसंधान 
]50%02 पृथक्‌ करना 
[5077099 समदिक्ता 





]75070८2४०४ समर्थन; औचित्य; 


समाधान 
[796७८ ००८४४ गतिज ऊर्जा 
]20०7०फ पाश्विक 
[9007८6९ जाल; प्रजाल 
2०ए9 नियम 
[.८(0-77970 वाम-हस्त 
[7776 सीमा 
]4770900०7 परिसीमा; परिसीमन 


व॒77772 ८००४० सीमान्त अवुस्था 


०६ 5792० दिगनन्‍तराल; आकाशीय 


[77627 ८(४०४४०४ एकघात समीकरण 
[6 घप्र/८27070 एकघात फलन ; 
रैखिक फलन ा 
[.000070 लम्बाई 
[.0८७४ बिन्दुपथ 
].027०० तके-संगत 
[09०7 निम्नतर; लघुृतर 
]४७2770प००6 परिमाण 
/५]० ० 25४5 दीघें अक्ष 
]४०7४६0!0 बहुविमितिक 
)/७४५ (१) द्रव्य पुंज; द्रव्य संहंति 
(28 ॥7 ]29एए- 779555 ) 
(२) द्रव्यमान 
(98 77 77985 079 7009) 
]/४४८7४/ द्रव्य; सामग्री 
]/४(८०० 9077 द्रव्य-बिन्दू 
/०८& ३ द्रव्य 
/९४7 माध्य 
(८४४० ए४प८ मध्यमान क्‍ 
॥१८४४प८००८०६ (१) मापन (२) माप 
]/८४४प7०९ 700 मापन-दंड 
)/८८४०7८४ यांत्रिकी 
]/८०४ए० माध्यम 
१/८7००७ अंग; पद 
॥(लत्पाए (#थ्वा८्) बुध ( ग्रह) 
).(८८४०० विधि; रीति 
॥/८८०८ मेट्रिक; मापनिक 
१/८४०४८७] मापनिक; मापनिकीय 
(४807 255 लघु अक्ष 
]/077087६ घूर्ण 
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मम २ धर है. 


१/07727६777० संवेग 

07000४८०ॉए एकान्तत: 

(पा४9॥८४ए अनेकत्व; बहुलता 

२८४पा० नीहारिका 

]9०६४४०० संकेतन 

[रप्रटं८प$ नाभिक, न्‍्युक्लियस 

(27०८४ वस्तु 

(009]०८०४ए०८ वास्तविक; वस्तुनिष्ठ 

(09527ए०४07 प्रेक्षण 

(060 ऋप्75०7 विषम संख्या; विषमांक 

(0777 छोड़ देना; उपेक्षा करना; लुप्त 
करना 

()7८:७८०7 क्रिया; प्रक्रिया 

(0970क्८ विरुद्ध... 

(077 कक्षा 

()तक (० कॉक्षिका04४07, 
८थुप०८०7) वर्ण 

774927777766 ८६८. ) कोटि 

()770702707 अनुन्यास; अनुस्थापन 

(0772779 मूल; मौलिक 

()ए8977 (07०00747900०7) मूल 
बिन्दू 

(0707080०॥० लम्बकोणिक; सम- 
कोणिक 

(077702079॥09 लम्बकोणता 

29४ युग्म; यूगल 

?979/9० लम्बन 

?०7०/]८! समान्तर 


?272४०७४४०१०४ समानन्‍्तर फलकी 
?497608/ प्राचल 





?2:००६०८&5$ लघुबंधनी; लघु-कोष्ठक 
28709 आंशिक 

2४5९८ पारसेक 

72207 पथ 

?०८८०००४०7 उपलब्धि; अनुभूति 
7८४८८: 298 आदर्श गैस 

ए&४६८८४ (70०27०./) यथार्थ अनुकल; 
76०८४ #पर77% आदरों संख्या 
?८८४८०7०-परिसौर (बिन्दू ) ; परि- 

नाभिक (बिन्दु) 

?८४७०7०79 परिमा; परिधि 
?2८7779प079707 क्रमचय 
?&४प्रा709007 विक्षोभ 
779670077०70%9 घटना 

?7ए५०४ भौतिक विज्ञान; भौतिकी 
7?[40९८ समतल 

70०7४ बिन्‍्दू 

?0!%:० श्रुवीय 

?06 श्रुव 
099667:००6 भारयुक्‍्त 
72006०70777०00.72 407८6८ भार वाहक 

बल 

7?05४:पएॉ०/८ संकल्पना; उपगृहीत 
7?0/०009/ (7077) विभव 
?00७70/स ०००८2 स्थितिज ऊर्जा 
7#८६०८४८० वरिष्ठ; अधिमत 
72765४5४07० दाब; दबाव 

?77८४6 नियम; सिद्धान्त 

97002 97% प्रायिकता 
?7079[6 प्रायिक 























ए9/0०८८७$ प्रक्रिया 

9:0]०८४०४ प्रक्षेपण; अक्षेप 

77००४ प्रमाण; उपपत्ति 

9707० 777० नैजकाल 

?707०707५ गुण 

770/0422707 प्रचरण 

770707707 अनुपात 

9709०77०४० अनुपाती; समानुपाती 

77070५707 साध्य 

7?70५7907' ० अन्तरिम 

7$प९९४०-४77०7८४फ कूट गोलाकार 

959८707०029ए मनोविज्ञान 

(१५७70४09797० पारिमाणिक 

(१प०४१7४४ए परिमाण; मात्रा; राशि 

()प०४-४प८१०००४ यूक्‍क्लिडीयाभासी ; 
प्रायः यूक्लिडीय 

7१9०4४४ त्रिज्य 

7१०0॥907 रेडियन 

7१90॥9007 विकिरण 

]२9070$ त्रिज्या 

]१०4प$ ए०८०८०7 सदिश त्रिज्या 

0९94८४ (अं27) करणी (चिह्न) 

7१०080-90०7०८ स्वोत्सर्जी; रेडियम 
धर्मी 

]२५४0007% अनियमित; यादुृच्छिक 

7२90६ (0£ 7'७8807) कोटि 

7२७(८ दर 

7२५४० अनुपात 

[२४४०१०७ परिमेय. ' " 

7२९४४फ वास्तविक 


ए पां८ नियम 


हल है ६५७० 





7२९०॥॥४४ वास्तवता 

]२९८००७४०० संग्रहण 

९०७70८4 व्युत्कम; व्युत्कमिक 

२6९०-877 रक्‍्ताभिमुखी विस्थापन; 
रकक्‍्त-विस्थापन 

]२०(०४८०४०८ निर्देशन 

7१८४४०) सम्बंध; अनुबंध 

7१०४७४४०८ आपेक्षिक; सापेक्ष 

0२०४४ए आपेक्षिकता 

]२6००७४८० विमोचित 

]२००/००८९८ प्रतिस्थापित करना 

]२८97०४८7४ निरूपित करना 

]२०/7८४८०८४४०7१ निरूपण 

7२९४ विराम 

0२6४पाँ: परिणाम, फल 

]२८४परॉ६४0४ ([07०८) परिणाम (बल) 

7१०८३/०४०० विमन्दित 

[7२९४९2४$८ उत्क्रम 

]२७०८०7४78 उत्क्राम्य 

0१०ए८:आआं70ए उत्क्मणीयता 

[१०ए०प्7० परिक्रमा; परिक्रमण 

[२97-797व दक्षिण हस्त 

२270 दुढ़; परिदृढ़ 

7२00 छड़; दंड 

7२002४07 घूर्णन 

]२00270749स घृणणनिक 

54080 (970 ८वृप्रथ्ं०0) सन्तुष्द 
करना 

--(9 7पा८) नियम का पालन करना 
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5८%0० (१) मापदंड (२) माप-क्रम 
52८८6४०४ काट; खंड 
52८7० दी्घ कालिक 
५677-7०[०7 95४$ अर्थ दी्घ अक्ष 
8097 तीक्षण.. . 
927 चिह्न 
57274/ संकेत 
52777८970८० अभिव्यक्ति ; तथ्यपुर्णता 
$2777८9%7९0 तथ्यपूर्ण 
धरिणा4ितए (:०0४0777020707 सम- 

रूप-रूपान्तरण 
577][07० सरल 
अंणरर्पा४7००४5 युगपत्‌; समक्षणिक 
3572० एकक; एकाकी 
$572प्रॉगण(ए विचित्रता 
572परॉआ 9077६ विचित्र बिन्दु 
5]7८ए $५7077०770० विषम-संमित 
5॥79[7709 स्खलन; 
5720८ आकाश; दिक्‌ 
5920०-9(0०८८ त्रिविमितीय जाल; 

दिक्‌-जाल 
57०22 6077 विशिष्ट सिद्धान्त 
59८८०॥589207 विशेषोपयोजन 
57०८0० 776 स्पैक्ट्रमीय रेखा 
57०८0प्र० स्पैक्ट्रम; वर्णक्रम 
567८4 गोलाकार; गोलीय 
50 प५८० वर्ग 
5097064276 (४) मानक 

. (9) प्रामाणिक 

50870 स्थैतिक 


508/70727ए ४६४८८ स्थावर अवस्था 
४००५८ अप्रगामी तरंग 


5०४४0 06 सरल रेखा; ऋज्‌ रेखा 


$07८7277 प्रबलता 

७६255 प्रतिबल 

5६प्र८:पा० संरचना 

5प0]०८०४४८ व्यक्तिनिष्ठ; व्यक्तिगत 

5प00-87028०९ खंडाकाश 

5प9577प7४ प्रतिस्थापित करना 

5प्र9$४0प४०% प्रतिस्थापन 

5७प97३८7०४ व्यवकलन 

57८०८८४आ४९८ क्रमिक; उत्तरोत्तर 

6७व77779707 संकलन 

5प77०7777086 अध्यारोपित करना 

5घ774८8 पृष्ठ 

०६$९८०70 6८९7०८द्विघाती पृष्ठ 

5०777 700 प्रतीक; संकेत 

5 प्रणा7८77८०/ संमित 

5०80८77 (77०7700) पद्धति; प्रणाली ; 
व्यवस्था 

८077 ८८८८९ 2707) तंत्र 

९.९. ०६ ८(पथ०००) संघ 

5५506777802 व्यवस्थित 

७४507 टेन्सर, प्रदिश, प्रदिष्ट 

[6777 पद 

'['७४८2००709 चतुष्फलक 

गु॥८०7:८४० प्रमेय 

०07 सिद्धान्त 

"५४7० कौल; समय 

'्‌५9॥४707770 रूपान्तर करना क्‍ 
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गु+9॥570777027709 रूपान्तरण 

गु+३5[8700 स्थानान्तरण 

गु+205777: संचारित करना 

पु५॥097005० पक्षान्तर करना 

ए:आ॥590 अंध०० पक्षास्तरण; विनिमय 

प+ए6 सही; सच्चा; यथाथ 

[7960 ००7५ 
सिद्धान्त 

[077 ( एथै०लाए ) एक-समान 
वेग; अचर वेग 

--१०/0 समांगी क्षेत्र 

ए: (१) मात्रक ; (२) .एकाॉक 

ए706 संयोजित करना 

(॥770प०५ अनन्य 

[77770780 विश्व 

[7॥770९0 असी मित 

77979०० उच्च; उच्चतर 

ए३८एपाए निर्वात; शून्याकाश 

५३॥० मान्य 
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. ग्रीक वर्णमाला 


विज्ञान की पुस्तकों में ग्रीक वर्णों का प्रयोग भी बहुधा किया जाता है, अतः 
हिन्दी के पाठकों के लिए उनके नामों तथा उच्चारण की सूची नीचे दी जाती है-- 
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३. हिन्दू गणितशास्त्र का इतिहास ३) 
द ४. आरिस्तू की राजनीति ८] 
५. सामाजिक पाषण ३) 
६. उत्तर प्रदेश में बौद्ध धर्म 
हल व का विकास ६) 
इक. वही (अंग्रेजी में ८) 
७. संस्कृति का दाशनिक विवेचन ६) 
८. संस्कृत आलोचना ४) 
९. भारतीय ज्योतिष ८] 
क्‍ . १०. भारतीय दर्शन ८) 
.... ११. पदिचिमी दर्शन ४] 


| १२. स्वतंत्र दिल्‍ली (सचित्र) ' ४] 
॥॒ १३. जीव-जगत (सचित्र ) १४] 
!॒ १४. राइफल (सचित्र ४] 
। १५- दहनसंग्रह ४॥|) 

१६- हलायुध कोष (संस्कृत) २३) 
। १७- कलाओऔर आधुनिक प्रवृत्तियाँ ३॥।) 
| १८- कोयला (सचित्र) ८) 
। १९. संगीत-शास्त्र ६॥।) 
२०- मृत्तिका-उद्योग (सचित्र) ८) 
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२९. सृक्तिसागर १०) 
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